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# ���) ���)�) *� )�+�$ &�����# �� ��#� *��� �,���#" ���!�- 
# �"�� 
 *� )�.+ "�� ��� �� ��#�

�� +#�� ��#� &��!��+�� '")�� �# ��� �*�/)�"�� .��� - ��� !�#)�"#�/0� �!��$ �,&���.�#�)1 ���

)�.+ "���# ��)+ �) 2� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ��� !�#)�"#�/���!� �,&���.�#�)1 *� �#����+!�

!��&��"��0��$ '��*��# ��."�#) �� �,& "�# ��� ��3���#� '��"0��� '��*��# )�#� � ��."�# �� ��#�

"#� .+ ��/��."�# �� ��#�- �� ."4� ��� )�.+ "���# ��)+ �) 2� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)1 �# �"�� 


*� �"0� �� )�� ��� �� ��#� �"��) �� +#��")�#"' � 0" +�)- 
# �"�� 

 *� )� 0� ���) &��' �.- 
# ���)

&"�� *� &��)�#� " .��� �# *��!� �� ��#� �) !�.&��)�� �� )."  �� .����#) �#��0��+"  $ "!��� +&�#

'$ ��� "&& ��� ���!�- ��� .��� #"�+�"  $ �,& "�#) ��* !��&��"��0��$ "��)�) *��# "# "&& ���

���!� �) &��)�#� "#� *�$ �')��0�� �� ��#� ��.�) '�!�.�  �)) )�#)���0� �� ��� �,���#" ���!� ")

���!� �#!��")�)1 *�� � ��� �*�/)�"�� .��� &����!�) ��� �&&�)��� ���#�-
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�$ ���&�)� ��"���+�� ���) �� �����))�� ���� ��!����1 .$ )+&��0�)��1 ��� ��) !�#)�"#� �#!�+�/

"��.�#� "#� �+��"#!�- ��� �# $ ") " )�+��#� 
 �"0�  �"�#�� 4#�* ���� "#� ��!�#�6+�) ���. "

&����!� ��"!���1 '+� " )� ") " &��)�# 
  �"�#�� *�"� ��* #�' � �#� )��+ � '�- �����+� ��) �� &1

���) ���)�) !�+ � #�� �"0� ��"!��� ��) &��)�#� ���.- ��!�#�1 
 *�+ �  �4� �� �,&��)) .$ ��"���� �

��"���+�� �� .$ &"��#�)1 ��� ����� )+&&��� �0�� )� ."#$ $�"�)-
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!4#�* ����.�#�) 5

��)� �� �"' �) 8

��)� �� ���+��) 9:
9;

���� � 9;

��"&��� 9- �+�&�)� �� ���) *��4 %:

��"&��� %- �"!4���+#� "'�+� &�����# �� ��#� %9
%-9- �+�&�)� �� ���) )�!���# %9
%-%- ��#��" �#����+!���# %9
%-(- �#���$ ��3���#!� '��*��# �*� )�"��) %(
%-5- �$#".�!) �� �� ��#� %5
%-7- ��)!+))��#<9 %=
%-=- �3���) �� ����!� �#���.���"�� )��+!�+��) %8
%->- ��)!+))��#<% %;
%-8- �,&���.�#�" ��)+ �) %;

��"&��� (- ���� ) ��)!��'�#� ��� �� ��#� &��!��+�� (5

��"&��� 5- ��#)�"#�/0� �!��$ �,&���.�#�) (>
5-9- ��0�!�) "#� �,&���.�#�" ��)+ �) (>
5-%- ����� ��)!��&���# �� ��� .��� (8
5-(- ���� $/?��#��� !�"�# (;
5-5- �*�/)�"�� .��� 59
5-7- �+����� ��)!+))��# "'�+� dPu "#� dPf 7%

��"&��� 7- �"��"#!� ��� !�#)�"#� 0� �!��$ �,&���.�#�) 7>
7-9- � +!�+"���# ��))�&"���# ������. 7>

��"&��� =- ��#)�"#�/���!� �,&���.�#�) =5
=-9- ��)+ �) �� !�#)�"#�/���!� �,&���.�#�) =5
=-%- ���� �#� !�#)�"#�/���!� �� ��#�@ 
#����+!���# =7
=-(- ���� �#� !�#)�"#�/���!� �� ��#�@ ��.& �2�� .��� =>



=

=-5- ���� �#� !�#)�"#�/���!� �� ��#�@ 
#! +��#� ��� �,���#"  $/"&& ��� ���!� �# ���
!�� /�� �, .��� >:

=-7- ��.� "#" $)�) '")�� �# ��� �,&���.�#�" �"�" >(
=-=- ��� �3�!� �� ��� &"�".����) �# ��� .��� >7
=->- ���� �#���."���# "'�+� +'�6+���# )��+!�+�� 89
=-8- ���� .���2!"���#) ��� ��� .��� 87
=-;- �����"�$ )��+!�+�� 8;
=-9:- ��.+ "���# &��!��+�� 8;
=-99- ��.+ "���# ��)+ �) ;%
=-9%- �"�".����) +)�� "#� ��)+ �) ��� ��3���#� &"�".����) ;(
=-9(- �,&���.�#�" ��)+ �) ;7
=-95- ��.&"��)�# *��� �,&���.�#�" ��)+ �) ;=
=-97- ����2!"���# �� ��� .��� ;;
=-9=- �"#��. #+.'�� �����.�#"���# �� ��� &��?�!���  �#��� �� " ���� $ ���"��#� '"� �#

�,���#" ���!� 9::
=-9>- �+ ��/��."�# )�.+ "���# ��)+ �) "#� !�.&"��)�# *��� �,&���.�#�" ��)+ �) 9:=
=-98- 
#����+!�#� �#���"!���#) '��*��# ��."�#) 997
=-9;- ��)!+))��# "'�+� ��� �� ��#� �"��)- 9%9

��"&��� >- ��#! +)��#) �� �"�� 
 9%7
>-9- �*�/)�"�� .��� !"# )�.+ "�� ��� +#�� ��#� &��!��+�� ��� !�#)�"#� 0� �!��$

)����!��#� 9%=
>-%- ��� ��)"&&�"�"#!� �� )��&/ �4� '��"0��� .���� !�.� ���. �#���/��."�# �#���"!���# 9%>

9(:

���� �� 9(:

��"&��� 8- ��� !�"#�� �# ���� *��� ��3���#� &���#��" 2� �) 9(%
8-9- �+.���!" )�.+ "���# ��� �#� �#���.���"�� )�"�� 9(%

��"&��� ;- �"# ��� �� ��#� &��!��+�� '� )�.+ "��� '$ ��� ��3+)��# �� " )�#� � &"���! �A 958
;-9- ��.+ �"#��+) ��3+)��# )�.+ "���# �� &�����# �� ��#� 958
;-%- �,&���.�#�" ��)!��&"#!$ ��� ��� �*�/)�"�� .��� 958
;-(- ��)!�)��$ "3�!�) &�����# �� ��#� 97:
;-5- ���+!�#� .+ ��/��.�#)��#" �� ��#� �# (�, t) �� ��� ��3+)��# �� " )�#� � &"���! �

" �#� �#� ��.�#)��# 97:
;-7- ��$ &�����# �� ��#� �) #�� )�#)���0� �� �,���#" ���!� 97>

��"&��� 9:- ��� �3�!�) �� �,���#" ���!� �# ��� �� ��#� )�6+�#!� 97;
9:-9- 
 )�.& � .��� �� )�.+ "�� ��� �� ��#� &��!��+�� 97;
9:-%- ��� )�.+ "���# ��)+ �) *����+� �,���#" ���!� 9=(
9:-(- ��.+ "���# ��)+ �) *��� �,���#" ���!� 9=7
9:-5- ��)!+))��# 9=8
9:-7- �#� .�)+#���)�"#��#� "'�+� �*�/)�"�� .��� 9=;

��"&��� 99- ��.+ "���# '")�� �# ��" &�����#@ ��")� � 9>:



>

99-9- 
')��"!� 9>:
99-%- �"!4���+#� 9>9
99-(- 
#��0��+" '�#� .��� 9>(
99-5- ��)+ �) 9>5
99-7- ���&��"��0��$ "#� �� ��#� )�6+�#!� 9>7
99-=- ��#! +)��#) 9>;
99->- ������)@ ��.+ "���# �� ��� 
#��0��+" ��#� .��� 98:

��"&��� 9%- ��#! +)��#) �� �"�� 

 98%

��"&��� 9(- 
&&�#��!�) 98=
9(-9- �"� "' !��� �� !�.&+�� ���� 98=
9(-%- ��.� )�.& � ��)� �� )��* ��� !��� !"# *��4 !����!� $ 9;9
9(-(- �"� "' !���@ ��#)�"#� ���!� )�.+ "���# 9;(
9(-5- �"� "' !���@ 
� .��� ��� ��")� � %:=
9(-7- ��.+ "���# ��)+ �) *����+� �#���"!���#) '��*��# ��."�#) %95

������#!�) %(%



8

���� 	� ������

%-9 ��.� ��.� )!" �) ��� �0�#�) �+��#� �� ��#� ") ��+#� ���. �,&���.�#� "#�
#+.���!" )�.+ "���#- ((

=-9 ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) �� +'�6+���#- 9%(

=-% �"�".����) +)�� �# ��� )�.+ "���#- 9%(

=-( ��� ��)+ �) ���. B��C-���) �"' � ��0�) �+� ��� �)��."���  �#��� !�"#��)
��� ��� )�"��)- 9%5

=-5 ��� ��)+ �) ���. B��C- ��#��#+"���# �� �"' � =-(1 ���) �"' � ��0�) �+� ���
�)��."��� ��.� ��� ��� )�"��)- 9%5

=-7 Δx ") �#������ ���. �� ��#� "#� +#�� ��#� �,&���.�#�)1 *���� ��� �� ��#�
�� +#�� ��#� ��.� �) 2� �� exp(F × Δx/kBT )- ��� 0" +�) �#  �#�) %1 ( "#�
5 "�� ��+#� '$ "!!�+#��#� ��� ��� !�"#��) ��"� �!!+� �# Δx ") ��� ���!�
�) 0"����- ���� ��"� ") ���!� �#!��")�)1 Δx ��!��")�)- ��� 0" +� �# ���
2���  �#� �) ��"� ��0�# �# B��C '$ "))+.�#� ��"� Δx �) �#)�#)���0� �� ���
���!�- �0�# +#��� +#�� ��#� !�#�����#)1 �� �) ��+#� ��"� ") ���!� �#!��")�)
Δx ��!��")�) "#� ��"� ��� 0" +� �� ��� Δx +#��� �� ��#� "#� +#�� ��#�
!�#�����#) "�� !�.&"�"' �- 9%5

8-9 ���� ��� ��3���#� ��&��) �� ��� �#���.���"�� )�"��1 ") )��*# �# ���- 8-9-9((

8-% ��.&"��)�# �� ��� ��)+ �) ���. B	�C "#� �+� ��)+ �)- 9(8

8-( �+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��� ���� ��� ��� &���#��" )��*# �#
���- 8-9: ��� ��3���#� &�)����#) �� ��� �#���.���"�� )�"�� "#� UH = 5kBT 1
U = 2.5kBT 1 W = 0.2- x1 "#� W "�� #��." �D�� '$ ��� ��� ���"  �#���
�� ��� *�� � �����#- ��� )�.+ "���# )&"��" )��& *") Δx = 1/160- 95%

8-5 �+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��� ���� *��� ��3���#� &��!�)��#-
��!��")� �# Δx *�  !"+)� ��� ��)+ �) .��� &��!�)�- ��� ��3���#!� �) "'�+�
1% *��# !�"#��� ���. Δx = 1/40 �� Δx = 1/160- 95=

;-9 〈FPTN−particle〉 ��� ��3���#� N - 97(

;-% 〈FPTN−particle〉 ��� ��3���#� �1 !" !+ "��� +)�#� ��� �#����" �# E;-%- 977

9:-9 ���� ��� ��3���#� �� ��#� )�6+�#!�) *����+� �,���#" ���!�- 9=5



;

9:-% ���� ��� ��3���#� �� ��#� )�6+�#!� *��� �,���#" ���!� F - E�� �"�#
"# ���" �� "&&��,�."�� $ ��*  "��� ���) ���!� .���� '�1 �� ��� ��)�"#!�
'��*��# C "#� c �) 1 #.1 ���# ��� ���!� �) "&&��,�."�� $ 4 &�-F 9=>

9:-( ���� ��� ��3���#� �� ��#� )�6+�#!� *���  "���� �,���#" ���!� %F - E��
��0� "# ���" �� "&&��,�."�� $ ��*  "��� ���) ���!� .���� '�1 �� ��� ��)�"#!�
'��*��# C "#� c �) 1 #.1 ���# ���!� �) "&&��,�."�� $ 8 &�-F 9=>

99-9 ��#���) '")�� �# ��� �*�/)�"�� .��� - 	)�#� ���  �#��� ��3���#!� '��*��#
�� ��� "#� +#�� ��� )�"��) ΔL "#� ��� ��)�"#!� '��*��# �� ��� "#�
��"#)����# )�"��) Xu1 �� �) ��+#� ��"� ��� �� ��#� ��)�"#!� Xf = ΔL−Xu

'��*��# ��� ��"#)����# "#� +#�� ��� )�"��) �) �$&�!"  $ .+!�  "���� ��"#
��� +#�� ��#� ��)�"#!� Xu B�
C- E
� �� �) #�� ��&�����1 *� +)� ��� .",�.+.
0" +� Xu = 9-> #. �# !�.&+��#� Xf -F 9>9
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%-9 ���� �#���$ ��"��". ��� �#� �$&� �� �� ��#� &��!��+��- ��� 0����!" /",�) �)
��� ���� �#���$1 "#� ��� ����D�#�" /",�) )��*) ��� ��3���#� )�"��) �+��#�
��� �� ��#� &��!��+��- %7

%-% ��.& �2�� �,��#)��#/��.� �� ��#� !+�0� '")�� �# �� ��#� �#�� " .� ��#
� �'+ � )�"��- �# �� �")� �� ��� ���!�1 ��� &�����# �"&�� $ !�  "&)�) �#��
��� .� ��# � �'+ � )�"��- �����"����1 ����� *�+ � '� �# $ " )."  !�"#��
�#  �#���1 "&&��,�."��� ���� ") ��� 2#" ����D�#�"  �#�- %>

%-( 
# �,".& � �� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) ���. ���#"#��D "#� �� B��C- %8

(-9 ����� .��� ) ��� �� ��#� &��!��+�� B
�C- (7

5-9 
 �$&�!" �,&���.�#� �# *��!� " )�#� � .� �!+ � �) )����!��� '$ "# 
��
��&- ��� ��& �) '��+��� �#�� !�#�"!� *��� ��� )".& �1 *��!� �) !�0���� '$
"  "$�� �� &� $.�� .� �!+ �)- 
� " .� �!+ � �") '�+#� �� ��� ��&1 �� !"#
'� )����!��� "#� ��� ���!� .�")+��� 0�" ��� ��G�!���# d �� ��� !"#�� �0��
)&��#� ") " �+#!���# �� ��� �,��#)��#- ���# ��� .",�.+. '�#��#� ���!�
�) �,!�����1 ��� .� �!+ � �+&�+��) ���. ��� ��& "#� ��� ��& �) ���� "�"�#-
�# ��� ����� �) " ��&��)�#�"��0� �,".& � �� ��� ���!�/�,��#)��# !+�0�-
���. B�
1 ���- 9C- (>

5-% �,&���.�#�" ��)+ �) �� )����!��#� ����# *��� ��� 
�� ���. B
�C- (8

5-( �,&���.�#�" ��)+ �) �� )����!��#� ��,��"# *��� ��� 
�� B
�C- (8

5-5 ���!�/ �#��� �� "���#)��& ��� " ���� $/?��#��� !�"�# *��� %>7 '"�) �"!� ��
 �#��� :-7 #.- ��.&��"�+�� �) %>( H- ��� ���!� �"#��) ���. : &� �� 7::
&�1 *��!� )&"#) ��� �$&�!" �"#�� +)�� �# �,&���.�#�)- 5:

5-7 ���� �#���$ ��"��". ��� ��� �*�/)�"�� .��� �# ��� ��"!���# !�����#"��- 
�
��� ��."�# �) �# ��� �� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) If - 
� �� �) �# ��� +#�� ���
)�"��1 ��)  �#��� �) Iu- ��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#�
��� �#���$ '"����� �) ΔGu1 "#� ��� ��)�"#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#�
��� �#���$ '"����� �) �) xu- ��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"��
"#� ��� +#�� ��� )�"�� �) ΔG01 "#� ��� ��)�"#!� ���. �#���$ '"����� ��
+#�� ��� )�"�� �) xf - 5%

5-= ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �) ��� ����#- ��� )� ��  �#�
�) ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ����� "�� 9: ��."�#)- If = 4 #.1 Iu = 32 #.1
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α0 = 3 × 10−5/s1 G0 = 9.2 kBT - ��.&��"�+�� �) (:: H- ��� �,&���.�#�" 
�"�" �) ���. B
�C- 7:

5-> ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��,��"#- ��� ���)
"�� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ����� "�� (9: ��,��"# .�#�.��)- If = 0.5
#.1 Iu = 0.565 #.1 α0 = 2 × 10−4/s1 G0 = 13.2 kBT - ��.&��"�+�� �) (::
H- ��� �,&���.�#�" �"�" �) ���. B
�C- 79

5-8 �,��#)��#/���!� !+�0� "#� �,��#)��#/dPu !+�0�- 7(

5-; �,��#)��#/���!� !+�0� "#� �,��#)��#/dPu !+�0�- ��� ��� )".� &"�".����)
") �# ���- 5-81 "������#" ��" �D"���#)- ���)� ��)+ �) "�� ��3���#� �+� ��
��� �#����#� )��!�")��! #"�+�� �� ��� �$#".�!)- 75

5-9: �,��#)��#/���!� !+�0� "#� �,��#)��#/dPu !+�0�- ��� ��� )".� &"�".����)
") �# ���- 5-81 "������#" ��" �D"���#)- ���)� ��)+ �) "�� ��3���#� �+� ��
��� �#����#� )��!�")��! #"�+�� �� ��� �$#".�!)- 75

5-99 �,��#)��#/���!� !+�0� "#� �,��#)��#/dPu !+�0� ��� ��� )�#� �/��."�#
.�����- 77

5-9% �,��#)��#/���!� !+�0� "#� �,��#)��#/dPu !+�0� ��� ��� )�#� �/��."�#
.�����- ��� ��� )".� &"�".����) ") �# ���- 5-991 "������#" ��" �D"���#)-
���)� ��)+ �) "�� ��3���#� �+� �� ��� �#����#� )��!�")��! #"�+�� �� ���
�$#".�!)- 7=

5-9( �,��#)��#/���!� !+�0� "#� �,��#)��#/dPu !+�0� ��� ��� )�#� �/��."�#
.�����- ��� ��� )".� &"�".����) ") �# ���- 5-991 "������#" ��" �D"���#)-
���)� ��)+ �) "�� ��3���#� �+� �� ��� �#����#� )��!�")��! #"�+�� �� ���
�$#".�!)- 7=

7-9 ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" ��)+ �) "#� ��������!" ��)+ �) ��� 0"��"#!�
E��,��"#F- =%

7-% ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" ��)+ �) "#� C · 1
kspring

1 *���� C = kBT/5- =(

=-9 �,".& �) �� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) ��� ��� !�#)�"#�/���!� �� ��#�
�,&���.�#�) �� B��C- ����� �� ����� ��)+ �) "�� )��*# �# ���)- =-% "#� =-(- =7

=-% 
������#" ��)+ �) ���. B��C- ==

=-( 
������#" ��)+ �) ���. B��C1 *���� �� �) "))+.�� ��"� ����� �) �# $ �#�
+'�6+���# ��."�# '��#� )����!��� '$ ��� 
��- ����1 �# !�.&"��)�# *���
���- =-9 ��� &� $/+'�6+���#1 ��"� ��"�� % �) #�"� $ �� !�#)�"#� �,��#)��#1
��"�� ( �) "')�#�1 "#� *�� � ��"�� 5 �) "# "'�+&� ��!��")�1 �� �)  �)) )+���#
��"# �# ���- =-9- ==

=-5 ��.+ "���# &��!��+�� "#� ��� &"�".����) +)�� �# �"!� )��&- ��� +#�� ��#�
�"��) "�� )�� �� '� D���- =8

=-7 ���!�/�,��#)��# �� "���#)��& ��� ��� "#� �I� .��� ) +)�#�  �#�"� )!" �)-
��� &��)�)��#!�  �#��� �) )�� �6+" �� ���  �#��� �� "# ".�#� "!��1 p = I- >%

=-= 
) �# ���- =-71 '+� & ����� �# "  ��/ �� )!" �- >%



9%

=-> �# ���  ��� �) ��� ���!�/�,��#)��# �� "���#)��& ��� ��� "#� �I� .��� )
+)�#�  �#�"� )!" �)1 &J
K%- ��� ����� & �� +)�) "  ��/ �� )!" �- 
) �# ���)-
=-7 "#� =-=1 ") ���!� ���) �� D���1 ��� �*�  �#�) "&&��"!� �#� "#�����- >(

=-8 ���� ��#� +#��� !�#)�"#� �,���#" ���!� 97 &�- ��� ��� .��� �) "&& ���
�� !" !+ "�� ���  �#��� �� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) ") ��)!��'�� �# ��!-
=-5- >5

=-; �$&�!" ��)+ �) �� ��� !�.'�#�� .��� ��)!��'�� �# ��!- =-( "#� =-5- ���
��"��) "��  "'� �� ����1 '�!"+)� �� ���) #��  ��4)  �4� ��� )��&/ �4� )�#� �
��."�# �,&���.�#�" ��)+ �)L ��  ��4)  �4� ��� )�"��/ �4� .+ ��/��."�#
�� ��#�- �+����� .���2!"���# E'$ "!!�+#��#� ��� ��� "!�+" +'�6+���#
)��+!�+��1 ") ��)!��'�� �# ��!)- =-> �#*"��F ."4�) ���)� )�"��) ��)"&&�"�@
)�#� � ��."�# �� ��#� )��*) )��&/ �4� '��"0���- >7

=-9: ��� �3�!� �� kpf "#� ksf �# ���� ��#�- ���. ��� ��& �� ��� '����.1 kpf

�#!��")�)- ���. ���  ��� �� ��� �����1 ksf �#!��")�)- >>

=-99 ��� �3�!� �� kpf "#� ksf �# ���� ��#�- ���� M&��!�#�"��N .�"#) ���
&��!�#�"�� �� ".�#� "!��) �# �� �, )�"��- ��� 0" +�) �� kpf "#� ksf "�� ")
)��*# �# ���- =-9:- >8

=-9% ��� �3�!� �� As "#� Ap �# ���� ��#�- ���. ��� ��& �� ��� '����.1 Ap

�#!��")�)- ���. ���  ��� �� ��� �����1 As �#!��")�)- >;

=-9( ��� �3�!� �� As "#� Ap �# ���� ��#�- ��� 0" +�) �� Ap "#� As "�� ")
)��*# �# ���- =-9% 8:

=-95 ��� �3�!� �� kpu "#� ksu �# ���� ��#�- ���. ��� ��& �� ��� '����.1 kpu

�#!��")�)- ���. ���  ��� �� ��� �����1 ksu �#!��")�)- 8%

=-97 ��� �3�!� �� kpu "#� ksu �# ���� ��#�- ��� 0" +�) �� kpu "#� ksu "�� ")
)��*# �# ���- =-95- 8(

=-9= ��� ���"� ) �� +'�6+���# )��+!�+��- ��� ����� ��3���#� �$&�) �� )��+!�+��)
"�� ���. ��� E������# �"�" �"#4F1 ���� E�"�"'")� �� ��!�#�"�$
���+!�+�� �# ������#)F "#� ������ E" )���*"�� ��� ��� )�!�#�"�$/)��+!�+��
"))��#.�#� ���. "��.�! ��)� +���# &�����# )��+!�+��)F- 
# ��� ��  �*�#�1
*� +)� ��� )��+!�+�� ���. ��� ���- ��� 20� β )��"#�) ���. ��� '���##�#�
�� ��� �#� "�� #".�� ���. '9 �� '7- 
 )� )�� ���- =-9>- 85

=-9> ��� β )��"#�) �� +'�6+���#- 
 )� )�� ���- =-9=- '9 �) #�"� ��� �/���.�#" 
'���##�#�1 "#� '7 �) #�"� ��� �/���.�#" �#�- ���� �� ���. &��#� ��*"��
��� ��"���1 ���.�#� " &"�"  � β )����- 8=

=-98 ����� ��3���#� �$&�) �� "#��&"�"  � !�##�!���# �� β )��"#�)- 88

=-9; ��� �*� ��3���#� �$&�) �� &"�"  � !�##�!���# �� β )��"#�)- 88

=-%: ��� �� ��� +'�6�#��# )��+!�+��- ���� �# $ ��� β )��"#�) '91 '%1 '( "#�
'7 "�� )��*#- ��� )."  �)� β )��"#� '5 �) #�� )��*#- ��� )."  �� α
�� �, �) #�� )��*# #������- �� !"# ��0��� ��� *�� � +'�6+���# �#�� �����
."�# &"��)@ ��� 2�)� &"�� �) !�.&�)�� �� '9 "#� '% E��� �*� ����D�#�" 



9(

β )��"#�)F1 ��� )�!�#� &"�� �) ���  "���� α �� �,1 "#� ���  ")� &"�� �)
!�.&�)�� �� '( "#� '7 E��� �*� 0����!" )��"#�)F- ;:

=-%9 ��.+ "���# ��)+ �- ��)!��'�� �# ��!- =-99- ;(

=-%% � ��) ��� ��3���#� kbf @ ���  ��� & �� kbf J:-9 K)1 ��� ����� & �� kbf J9: K)-
��� "���* M'N &��#�) �� ��� ��� )�0��" )."  !�  "&)�) �# ���  ��� & ��- 
#
��� ����� & ��1 ��� )."  !�  "&)�) )���#4 �#�� �#� 6+�!4 !�  "&)�- ;5

=-%( � ��) ��� ��3���#� Ah@ �# ���  ��� AhJ91 �# ��� ����� Ah = 100- ;5

=-%5 ��#� � ��."�# ��)+ �) ���. B��C- ;>

=-%7 ��.+ "���# ��)+ �- 
� �J9)1 ���!� ���&) ���. 9:: &� �� 97 &�- ;>

=-%= ��.+ "���# ��)+ �- 
� �J9 )1 ���!� ���&) ���. 9:: &� �� 97 &�- ;;

=-%> 	)�#� ��� �6+"  $ ��)���'+��� #+.'�� R �� ��#��"�� ��� +#�6+"  $
��)���'+��� #+.'�� θ- 9:9

=-%8 ��.&"��)�# �� ��� �����$ ��)+ � "#� ��� #+.���!" )�.+ "���# ��)+ �- 9:(

=-%; ���?�!���  �#��� �# ���!� ����!���# "� ��3���#� ��.�- 9:5

=-(: �+.���!" )�.+ "���# �� ��� �� ��#� &��!��+��- 9:7

=-(9 �3�!�) �� ��3���#� kpf 0" +�)- �"���� 0" +� !"# ."4� ��� �� ��#� �")���- 9:=

=-(% �3�!�) �� ��3���#� kbf 0" +�)- �"���� 0" +� !"# ."4� ��� �� ��#� �")���- 9:=

=-(( �3�!�) �� ��3���#� ksf 0" +�)- ��� & ��) ���.  ��� �� ����� "�� !����)&�#��#�
�� ksf J9:: K)1 9::: K)1 "#� 9:::: K)- 9:>

=-(5 �3�!�) �� ��3���#� Ah 0" +�)- �"���� 0" +� !"# ."4� ��� �� ��#� �")���- 9:>

=-(7 �3�!�) �� ��3���#� Ab 0" +�)- ��� �� ��#� ��.� �) #�� )�#)���0� �� ��� Ab

0" +�)- 9:8

=-(= �3�!�) �� ��3���#� As 0" +�)- ��� �� ��#� ��.� �) #�� )�#)���0� �� ��� As

0" +�)- 9:8

=-(> ��.+ "���# ��)+ �) ��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+��- kpfJ:-:(K)1
kbf J:-91 kpuJ:K)1 kbuJ: K)1 ksuJ: K)1 AhJ7:1AbJ9:::1 AsJ9::- 99:

=-(8 ��.+ "���# ��)+ �) ��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+��- ���) �#�  ��4)  �4�
��� �,&���.�#�" ��)+ �) �� B��C- kpfJ:-:(K)1 kbf J:-91 kpuJ:K)1 kbuJ: K)1
ksuJ: K)1 AhJ7:1AbJ9:::1 AsJ9::- ���) �) ��� �# $ �#� ��"� �"&&�#)
�� "���� *��� �,&���.�#�" ��)+ �) ".�#� �0�� %: )�.+ "���#)- 
# ��!-
=-98 *� )��* ��"� �#!� *� �#����+!� �#���"!���#) '��*��# ��."�#)1 ���)
&"��*"$ *�  '�!�.� �$&�!" - 999

=-(; �,&���.�#�" ��)+ �) ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� &��!��+��- ���. B��C- 999

=-5: �,&���.�#�" ��)+ �) ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� &��!��+��- ���. B��C- 99%

=-59 ���"� ) �� ��� �� ��#� &��!��+�� ��� ���- =-(8- ��� ��& & �� �) ��� �� ��#�
!+�0� ��� ��� 20� ��."�#)- ��� ����� 20� & ��) )��* ��� �� ��#� &��!��+��
��� �"!� �� ��� 20� ��."�#) �#��0��+"  $1 ���. 9 E%#� & ��F �� 7 E=�� & ��F-

99%



95

=-5% ���)� ����� & ��) )��* ��* ��� )�.+ "���# ��)+ �) �# " �� ��#� &��!�))
*��!� )��*) "# ���#��2"' � ��"�� ( "#� ��"�� 5- ��� ��& & �� �) ���
"0��"�� �,��#)��#1 )��*�#� )��&/ �4� '��"0���@ ����� �) �#� )."  !�  "&)�
"� �≈7 )1 "#����� )."  !�  "&)� "� �≈7-8 )1 "#� �#�  "��� !�  "&)� "�
�≈=-7 )- ��� .��� � & �� )��*) ��� ����."  $/�#�+!�� 0"��"���# �#  �#���-
��� '����. & �� �) ��� )+. �� ��� 2�)� �*� & ��)- ���# ��� #��)� �)
)+&���.&�)�� �# ��� )��&/ �4� ��!��")�)1 ��� �,��#)��# �) ).������1 ") �#
��"�� (- ��� 2#" !�  "&)� �) )� "'�+&� ��"� ����� �)  ��� � ��.� ��� ���
G+!�+"���#) �� �� .+!� ).�����#� 1 "#� ��� ��!��")� ��."�#) 6+��� )�"�&-99(

=-5( �$&�!" )�.+ "���# �� ��#� &��!��+�� *��� �*�#�$ ��."�#)- �� !"# )��
��"� "���� ��� !�  "&)� �+� �� !�� �� ","���#1 ����� �) �#� !�#��#+�+)
��!��")�- ��� 2#" !�  "&)� �") ��)"&&�"���- 997

=-55 ����� "�� 7 ��."�#)- At = 1.2- 99=

=-57 ����� "�� 7 ��."�#)- At = 1.5- 99>

=-5= ����� "�� 7 ��."�#)- At = 2- 998

=-5> ����� "�� ; ��."�#)- At = 1.2- 99;

=-58 ����� "�� ; ��."�#)- At = 1.5- 9%:

=-5; ����� "�� ; ��."�#)- At = 2- 9%9

>-9 ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��,��"#- ��� ���)
"�� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ����� "�� (9: ��,��"# .�#�.��)- If = 0.5
#.1 Iu = 0.565 #.1 α0 = 2 × 10−4/s1 G0 = 13.2 kBT 1 "#� ��.&��"�+�� �)
(:: H- ��� �,&���.�#�" �"�" �) ���. B
�C- 9%=

>-% ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" ��)+ �) "#� ��������!" ��)+ �) ��� ��� 0"��"#!�
�� �,��#)��# �� ��,��"#- 9%>

>-( ��)+ �) ���. B��C1 *���� �� �) "))+.�� ��"� ����� �) �# $ �#� +'�6+���#
��."�# '��#� )����!��� '$ ��� 
��- 9%8

>-5 �+.���!" )�.+ "���# �� ��� �� ��#� &��!��+�� ��� )�#� � ��."�#- 9%8

>-7 ��.+ "���# ��)+ �) ��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+��- ���) �#�  ��4)  �4�
�,&���.�#�" ��)+ �)- 9%;

>-= �,&���.�#�" ��)+ �) ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� &��!��+��- ���. B��C- 9%;

8-9 ����1 ��� �#���.���"�� )�"�� �) �� !�#)�"#� +#�� *���� "#� 0"�$�#� ��&��-
��� )� ��  �#� �) ��� #� �#���.���"�� )�"�� "#� �) ��0�# '$ " )�#� � cos &�"41
|x| < 1, G = 5kBT cos(πx) − 5kBT - ��� �")���  �#� E��)��#"��� 0kBT F �)
��� "# �#���.���"�� )�"�� �� D��� ��&��1 �-�- " & "��"+1 |x| ≤ 0.5 : G = 0L
0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G = −5kBT cos(2πx) + 5kBT - 9(5

8-% ��� ���� ��)+ �) ���. �"' � 8-9 & ����� 0��)+) ��� ��&�� �� ���
�#���.���"�� )�"��) )��*# �# ���- 8-9- 9(7

8-( �#���$ '"����� *��� �#���.���"�� )�"�� �# ��� .��� �- 9(=



97

8-5 MFPT = 924.5- ��� &���#��" �) |x| ≤ 0.5 : G = −2.5kBT cos(2πx) +
2.5kBT L0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G = −5kBT cos(2πx) + 5kBT - 9(;

8-7 MFPT = 924.6- ��� &���#��" �) |x| ≤ 0.5 : G = −5kBT cos(2πx) +
5kBT L0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G = −2.5kBT cos(2πx) + 2.5kBT - 9(;

8-= ��� MFPT = 458.0 ��� ���  ��� �" � −1 ≤ x ≤ 0 �� ��� &���#��" �# ���-
8-5- ���) MFPT �) +)�� ") t1 �# E8-%F- 95:

8-> ��� MFPT = 4.775 ��� ��� ����� �" � 0 ≤ x ≤ 1 �� ��� &���#��" �# ���-
8-5- ���) MFPT �) +)�� ") t2 �# E8-%F- 95:

8-8 �#� �#���.���"�� *��� G"� &���#��" �����#)- 959

8-; ��.&"��)�# �� #+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) "#� "#" $��!" &����!���# ���.
E8-5F ��� )��&/ �4� &���#��" )- 959

8-9: �&�4�/ �4� &���#��" )- 95%

8-99 ��� ��)+ �) ���. �"' � 8-( )��* ��"� ��� ���� �#!��")�)  �#�"� $ *���
��� &�)����# x1 �� ��� �#���.���"�� )�"��- 95(

8-9% �+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��� )&�4�/ �4� &���#��" *��� ��3���#�
*����)1 UH = 5kBT 1 U = 2.5kBT 1 "#� x1 !��)�# )+!� ��"� ���
�#���.���"�� )�"�� �) �# ��� .��� � �� ��� �#���0" - ��� )�.+ "���# )&"��" 
)��& *") Δx = 1/320- 95(

8-9( ����#��" G = kBT [kx+ 1 − cos(2πx)] ��� ��3���#� k "#� ��� !")� �� 20�
&�"4)- 955

8-95 ���� ��� ��3���#� k �# " log )!" �- ���  "��� &�)���0� k1 *� �"0� "
)��"����  �#� 2�- G = kBT [kx+ 1 − cos(2πx)]- T10 �) ��� .�"# ��� ���
N = 10- 955

8-97 ��� )6+"�� ���� �� ��� ��"# ��� ��� ��3���#� k- ��� k = 01 *� �"0� "
)��"����  �#� 2�- G = kBT [kx+ 1 − cos(2πx)]- T10 �) ��� .�"# ��� ���
N = 10- 957

8-9= ��"# ��� ��� ��3���#� k �# "  �#�"� )!" �- ��� #��"��0� k1 *� �"0� "
)��"����  �#� 2�- G = kBT [kx+ 1 − cos(2πx)]- T10 �) ��� .�"# ��� ���
N = 10- 957

8-9> ��"# ��� ��� ��3���#� k- G = kBTkx − a cos(2πx)1 *���� a = 2kBT -
T1 �) ��� .�"# ��� ��� N = 1- 
) )��*# �# �"' � 8-51 ��� ��!��")� �#
��.� *��� #+.'�� �� &�"4) ��� k = 1.5 )��.) #�� �� '� �+� �� #+.���!" 
�����- 
#!��")�#� ��� ��� )�.+ "���# &��!�)��# '$ " �"!��� �� 5 �# $ ."4�)
��� ��)+ �) !�"#�� "'�+� 1%- 95=

8-98 ��"# ��� ��� ��3���#� ".& ��+�� �� &�"4)- G = kBTkx − a cos(2πx)1
*���� a = 2kBT "#� a = 1kBT - 95>

;-9 ���� �#���$ ��"��". �# ��"!���# !�����#"��)- 
� ��� ��."�# �) �# ��� �� ���
)�"��1 ��)  �#��� �) If - 
� �� �) �# ��� +#�� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) Iu- ���
�#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� �#���$ '"����� �) ΔGu1
"#� ��� ��)�"#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� �#���$ '"����� �) �) xu-
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��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� +#�� ��� )�"�� �)
ΔGf 1 "#� ��� ��)�"#!� ���. �#���$ '"����� �� +#�� ��� )�"�� �) xf - 95;

;-% ��� !�.&"��)�# �� ��� )�.+ "���# ��)+ �) *��� ��3���#� 2�)- 975

;-( ��� log �+#!���# �) " '����� 2� ��"# ��� )6+"�� ����- 97=

9:-9 ��� ���� �#���$ G(x) �# ��� "')�#!� �� "# "&& ��� ���!� �) ��3���#� ���.
��"� *��# ����� �) "# �,���#"  $ "&& ��� ���!�- ��� +)+" 0��* �� ��* ���
���!� "3�!�) G(x) �) )��*# ����- ��&�#��#� �# ��� )��# �� ��� ���!�1 ���
���!�/�#�+!�� )���� ."$ '� �� ������ )&��� +& �� ) �* ��*# ��� �"�� ���.
�#� )�"�� �� "#�����- ���� *� )��* " ���!� "!��#� )� ") �� ) �* ��� �"��
�� ��� ��"!���# *��!� &��!���) ���.  ��� �� �����- 
# ���) )�!���#1 *� )��*
��"� ���) 0��* �) #�� " *"$) !����!�- 9=:

9:-% ��� ��$ &�����# +)�� �# ��� )�.& � .��� - ����� &"��) �� ".�#� "!��) ���.
'�#�) �� "!���0� ��� #"��0� )�"��- ���� *� )��* &�))�' � �� ��#� �����)@

�� ���.) 2�)�1 �� ��� ���.) 2�)�1 �� ��� ���.) 2�)�- 9=9

9:-( ���� �#���$ ��"��". G(x) ��� ��� )�6+�#!� A→ B → C- 9=%

9:-5 ���� �#���$ ��"��". G(x) ��� ��� )�6+�#!� C → B → A- 9=%

9:-7 ���� �#���$ ��"��". G(x) ��� ��� )�6+�#!� AB → C- 9=(

9:-= ���� �#���$ ��"��". G(x) ��� ��� )�6+�#!� ABC- 9=5

9:-> ���� �#���$ ��"��". ��� )�6+�#!� A→ B → C *��� �,���#" ���!�- 9==

9:-8 ���� �#���$ ��"��". ��� )�6+�#!� B → A→ C *��� �,���#" ���!�- 9==

99-9 E�F ���� �#���$ 0��)+) �#�/��/�#�  �#��� ��� ��� �*�/)�"�� .��� - Xu

EXf F �) ��� ��)�"#!� ���. ��� �� ��� E+#�� ���F )�"�� �� ��� ��"#)����#
)�"��- ��� ���� �#���$ ��� D��� "&& ��� ���!�1 ' +�  �#�1 "#� ��� "# "&& ���
���!�1 ���  �#�- ���!� �� �) ��� &��2 � '$ "  �#�"� ".�+#� FX "#�  �#����#)
Xf B�
C- E�F �� ��#� ��.�) ") " �+#!���# �� "&& ��� ���!�- 
))+.�#�
T (F ) ∝ exp(FXf/kBT )1 " !�#)�"#� Xf $�� �) " )��"����/ �#� ��&�#��#!�1
)+!� ") )��*# '$ ��� ' "!4  �#�- ��� �*�/)�"�� .��� &����!�) ��"� Xf
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��.�) �� +'�6+���# E���. B��1 ��CF ���. ���  ���/.�)� ��+� ����+�� �� "  
&��#�)1 )��*) ��"� Xf ��!��")�) ") " �+#!���# �� ���!�- 9>%

99-% 
� .��� ���.���$- ���# " '�#� ���.) '��*��# ".�#� "!��) i "#� j@
E9F ��� �#���"!��#� &"��) �� ".�#� "!��) �#���#" �� ��� '�#� E)��*# �#
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)+!� ") '��*��# r "#� s1 "�� )�����#�� '$ � �.�#"��#� ��� �,��#)��#  �#���
�� ��� ".�#� "!��) #�* �#���#" �� ��� '�#�1 )�� ��!- 99->- 9>5
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�,&���.�#�" ��)+ �) ������D�� ���. B�
CO) ���- 91 ��� ."��#�" !��! �)
."�4 ��� ���!� 0��)+) �,��#)��# !+�0� ��� ��")� � &�����# P ��

�"#� �)- ��� !$"# ���"#� �) "�� ��� ���!�/�,��#)��# !+�0� ��� ��� ��

�"#� �) " �#�1 )������ 37 #. " �#� ��� �,��#)��# ",�) �� )��* ��"� "'�0�
"&&��,�."�� $ 15 &�1 ") ���$ "�� !�"#��#�  �#��� "� ��� )".� �"��1 ���
�*� !+�0�) �"0� #�"� $ ���#��!" ) �&�)- ��"� 15 &� ��� !+�0�) ��0�"�� ")
��� ) �&� �� ��� ��")� � P ��
 !+�0� ��!��")�) �+� �� ��")� � �� ��#�-
��"� 5.5 &�1 ��")� � +#������) "  "��� ��!��")� �#  �#���- E�F ���
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 �$&�!" )�.+ "���# ��)+ �
�� !�#��+�  �#��� ") " �+#!���# �� ���!� ���. ��� 
� .��� - 9>7

99-5 ��#)�"#� ���!� )�.+ "���#) ��� ��� 
� .��� �� ��")� �- E�F ��� �"!�
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�#����#� )��!�")��! #"�+�� �� ��� �$#".�!)- %9;
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�

*� .�")+�� ��� �#�/��/�#�  �#��� �� ��� &�����#)1 ���)� ����� .��� ) *�  ��0� ��3���#� ��)+ �)-

��� ��� �$���&��'�! !�  "&)� .��� 1 ��� &�����#O)  �#��� !�  "&)�) ���. ��� +#�� ��� )�"�� ��

��� .��� � )�"�� E.� ��# � �'+ � )�"��F- ���# ��� !����!� '�#�) #��� �� '� ���.�� �� ��"!� ���

2#" )�"��- ��#!� "  ��� ".�#� "!��) �"0� " ��"�$ !�#����"��� �������� �# ��� 2�)� )��&1 ���.

��� .��� � )�"�� �� ��� �� ��� )�"�� ��� &�����#O)  �#��� *�  #�� !�"#�� .+!�- ���������1 �� *�

�# $ !�#)���� �#�/��/�#�  �#���1 ����� "�� �# $ �*� !���!�) ��� ��� &�����#@ �� ���  �#��� "#�
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���+�� (-9- ����� .��� ) ��� �� ��#� &��!��+�� B
�C-

+#�� ���  �#���- �� !"  ���) " �*�/)�"�� .��� - ��� ����� .��� �) " )� " �*�/)�"�� .��� ��

�#�/��/�#�  �#��� �) ��� �# $ ���#� �� !�#)����- ��� 2�)�1 ��� ��".�*��4 .��� 1 �) ��3���#�-

���. +#�� ��� )�"�� �� ��� .��� � )�"��1 ��)  �#��� !"# !�"#��- ���. ��� .��� � )�"�� �� ���

�� ��� )�"��1 ��)  �#��� !"# " )� !�"#��- �� !"  ���) ��� .+ ��/)�"�� .��� -

H#�* ���� "'�+� ��� &�����# �� ��#� &��!��+�� �) �#!��")�#� ") .��� �,&���.�#�" �"�" �)

!�  �!��� "#� ") '����� ��!�#�6+�) "�� '��#� ��0� �&��- 
#!��")�#� $1 ����� �) ��� �"�" �� !��!4

��� "!!+�"!$ �� �� ��#� .��� )- ��� � �� ��."�#) #�"� $ �.&�))�' � �� �')��0� ����!� $ ���

!�#2�+�"���#) �� &�����#) ") ���$ �� �1 �#�/��/�#�  �#��� !"# '� .�")+���- ����� �*� �$&�) ��

)+!� �,&���.�#�)- 
# �#�1 ��� &�����# �) 2�)� )����!��� "#� ���# �� �")�� *��� !�#)�"#� 0� �!��$1



(=

.�")+��#� ��� ���!�) "� ��3���#�  �#���)- ���) �) !"  �� " !�#)�"#�/0� �!��$ �,&���.�#�- ��� �����

�$&� �� �,&���.�#� )����!��) &�����#) *��� !�#)�"#� ���!�1 .�")+��#� ��� �#�/��/�#�  �#���) "�

��3���#� ��.�)- ���) �) !"  �� " !�#)�"#�/���!� �,&���.�#�- 
# ���) ���)�)1 
 *�  !�#)��+!� " .��� 

�� )�.+ "�� ��� �� ��#� &��!��+�� "#� !�.&"�� ���. *��� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)1 ") )��*# �#

��!- 5 "#� =-
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#	������* ��	���+ �,(��������

���� '�-���� ��! ������(���� ���� ��

��� "��.�! ���!� .�!��)!�&� E
��F �") '��# +)�� �# &�����# )����!��#� �,&���.�#�) B�1��1

��<��C ���- 5-9 ��.�#)��"��) ��� &��#!�& � �� �&��"���# �� ��� 
�� B�
C-

���+�� 5-9- 
 �$&�!" �,&���.�#� �# *��!� " )�#� � .� �!+ � �) )����!��� '$ "#

�� ��&- ��� ��& �) '��+��� �#�� !�#�"!� *��� ��� )".& �1 *��!� �) !�0���� '$ "
 "$�� �� &� $.�� .� �!+ �)- 
� " .� �!+ � �") '�+#� �� ��� ��&1 �� !"# '� )����!���
"#� ��� ���!� .�")+��� 0�" ��� ��G�!���# d �� ��� !"#�� �0�� )&��#� ") " �+#!���#
�� ��� �,��#)��#- ���# ��� .",�.+. '�#��#� ���!� �) �,!�����1 ��� .� �!+ �
�+&�+��) ���. ��� ��& "#� ��� ��& �) ���� "�"�#- �# ��� ����� �) " ��&��)�#�"��0�
�,".& � �� ��� ���!�/�,��#)��# !+�0�- ���. B�
1 ���- 9C-

�,".& �) �� !�#)�"#� 0� �!��$ �,&���.�#�" ��)+ �) "�� )��*# �# ���- 5-% E��� ����#F "#�

���- 5-( E��� ��,��"#F- E��,��"# �) #�� &�����#1 '+� �� �) " &� $.��- �� *�  �#! +�� �� �# ���)

��)!+))��#-F
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 ���+�� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) ��� ����# "#� ��,��"#  ��4) ��3���#�1 �� !"# '� )��*# ��"�

���$ !"# '� ��)!��'�� '$ ��� )".� .��� - ���� �) " '���� ��)!��&���# �� ���) .��� - ���"� ) *�  

'� )��*# �# ��� ��  �*�#� )�!���#)-

��� &� $.��) �# ��� �,&���.�#�) �"0� )�0��" ���#��!" ��."�#) E��� ����#F �� " ��* �+#����

���#��!" ��."�#) E��� ��,��"#F- �"!� ��."�# !"# '� ���"�� ") " ����� '"�- �"!� ��."�# �)

!�#)������ �� '� �# �#� �� �*� &�))�' � )�"��)@ " �� ��� )�"�� �� "# +#�� ��� )�"��- 	#��� ���

�#G+�#!� �� "# �,���#" ���!� "#� ����." G+!�+"���#)1 ��� &��?�!���  �#��� �� �"!� '"� �# ���



(;

���!� ����!���# !"# '� !" !+ "���- 
  ��� ��."�#) "�� ���� $ ?��#���- ��� ���"  �#��� �� ���

&�����# �) ��� )+. �� "  ��� ��."�#)O  �#���)-

���������1 �� )�� +& ���) .��� 1 *� #��� �� )� 0� ����� &��' �.)- ��� 2�)� �) �� !" !+ "�� ���

&��?�!���  �#��� �# ��� ���!� ����!���#- ��� )�!�#� �) �� �����.�#� ��* �#� ��."�# !�"#��) ���.

�#� )�"�� �� ��� �����- ���  ")� �) �� !�.'�#� ��� ���� $/?��#���/'"�) .��� "#� ��� �*�/)�"��

.��� ��������- ���"� ) "�� )��*# �# ��� ��  �*�#� )�!���#)-

��
� .��� $�/�����! �����


 )��.�#� �# " ���� $/����#��#� !�"�# )+'?�!� �� #� �,���#" ���!� *�  +)+"  $ �"0� #� &��������

����!���# �� ����#�"���#- ���# ��� !�"�# �) )+'?�!��� �� " ��#)��# f 1 ��*�0��1 " )��.�#�O)

&���#��" �#���$ *�  ��&�#� �# ��) " ��#.�#� �� "��0� �� ��� ����!���# �� ��� "&& ��� ���!�-


� ��� ���!� �) "))+.�� �� "!� �# ��� z/����!���#1 ���# ��� &���#��" �#���$ !"# '� ��0�# '$

V = −fI cos θ

*���� θ �) ��� "#� � '��*��# ��� z/",�) "#� �- � �) " 0�!��� *��)� ����!���# �) ��� )".� ") ���

)��.�#�1 "#� *��)� ".& ��+�� �) ���  �#��� I �� ��� )��.�#�-


!!����#� �� ��� �� �D."## ��)���'+���#  "*1 ��� &��'"'� ��$ ��"� ��� )��.�#� ."4�) "#

"#� � θ *��� ��� z/",�) �) &��&�����#" ��

exp
(
− V

kBT

)

��#!�1 ��� "0��"�� 0" +� �� ��� D/!�.&�#�#� �� � ") �� +#������) ����." .����# *�  '�

E5-9F 〈Iz〉 =

∫ π
0 (I cos θ) (2π sin θ) exp [fI cos θ/kBT ] dθ∫ π

0 (2π sin θ) exp [fI cos θ/kBT ] dθ
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E5-%F 〈Iz〉 = I [coth (If/kBT ) − (kBT/If)]

��� ���" !�#2�+�"���#  �#��� �)

L = N〈Iz〉 = NI [coth (If/kBT ) − (kBT/If)]


� N = 2751 I = 0.5 #.1 "#� T = 273K1 *� ��� ��� ���!�/ �#��� �� "���#)��& )��*# �# ���- 5-5-
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���� 0&������� (�!� 

������ 0&������� (�!� ��� �� ��#��!�! �� � !�%����� ���� �(

��� �*�/)�"�� .��� �) �#����+!�� �# ���- 5-7- ���) .��� ! "�.) ��"� �"!� ��."�# !"# '� �#

�# $ �#� �� �*� )�"��)- ����� �) "# �#���$ '"����� '��*��# ��� �*� )�"��)- 
� ��� ��."�# �)

�# ��� �� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) If - 
� �� �) �# ��� +#�� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) Iu- ��� �#���$

��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� �#���$ '"����� �) ΔGu1 "#� ��� ��)�"#!� '��*��# ���

�� ��� )�"�� "#� ��� �#���$ '"����� �) xu- ��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ���

+#�� ��� )�"�� �) ΔG01 "#� ��� ��)�"#!� ���. �#���$ '"����� �� +#�� ��� )�"�� �) xf - ��� !�"#��

�#  �#��� Iu − If = xu + xf - ��!"+)� �� ����." G+!�+"���#)1 �#� ��."�# !"# Q?+.&Q ����+��

��� �#���$ '"����� "#� !�"#�� )�"��- ���) &��!��+�� �) ���#��!" �� &"���! � ��3+)��# ") " �"#��.

*" 4- �#� &"���! � �) �#���"  $ �# ��� &�)����# If - ��!"+)� �� ����." G+!�+"���#)1 �� !"# .�0� ")

" �"#��. *" 4��- 
� �� !"# &")) ����+�� ��� �#���$ '"�����1 �� *�  !�"#�� )�"��- ��.� "� $ �� !"#

*" 4 ���. ��� +#�� ��� &�)����# �� ��� �� ��� &�)����#- ���������1 ��� !�"#��/��/)�"�� &��' �.

!"# '� ���"���� ") " ��3+)��# &��' �.-

������ ������� ��$ �1������ ��� !�%����� �� � ���!�( &� 2


# ���) )�!���# *� *�  ��0� �& ��� ��3+)��# �6+"���#-


� " &"���! � ��3+)�) ") " �"#��. *" 41 *� ��&� �� !" !+ "�� ��� "0��"�� ��.� ��� �� �� &"))

)�.� &"���!+ "� &��#�- �� )�"�� *��� !�#)��0"���# �� ."))1

E5-(F
∂c(x, t)
∂t

= −∂J(x, t)
∂x

"#� ��� "))+.&���# ��"� G+, J(x, t) �)  �#�"� $ &��&�����#" �� ��� !�#!�#��"���# ��"���#�1

E5-5F J(x, t) = −D∂c(x, t)
∂x
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���+�� 5-7- ���� �#���$ ��"��". ��� ��� �*�/)�"�� .��� �# ��� ��"!���# !�����/
#"��- 
� ��� ��."�# �) �# ��� �� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) If - 
� �� �) �# ��� +#�� ���
)�"��1 ��)  �#��� �) Iu- ��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ���
�#���$ '"����� �) ΔGu1 "#� ��� ��)�"#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� �#���$
'"����� �) �) xu- ��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� +#�� ���
)�"�� �) ΔG01 "#� ��� ��)�"#!� ���. �#���$ '"����� �� +#�� ��� )�"�� �) xf -

*���� c(x, t) �) ��� !�#!�#��"���# �� .")) "#� D �) ��� ��3+)��# !��S!��#�- ��.'�#�#� E5-(F "#�

E5-5F *� ���

E5-7F
∂c(x, t)
∂t

= D
∂2c(x, t)
∂x2

�� !"# ��& "!� c(x, t) '$ p(x, t)1 ��� &��'"'� ��$ �� 2#��#� �� "� &�)����# x "� ��.� t- �� �� ���)

*� #��� �#� .��� �6+"���#

E5-=F

∫ x2

x1

p(x, t)dx = 1

*���� x1 �) ���  ��� �#� �� ��� �����# "#� x2 �) ��� ����� �#� �� ��� �����#-



5(

�6+"���#) E5-(F/E5-7F "�� 0" �� *��# ����� �) #� �,���#" ���!�- 
# �,���#" ���!� *�  !"+)�

"# "0��"�� 0� �!��$ v(x) = F (x)/γ1 *���� γ �) ��� ��"� !��S!��#� �� ��� &"���! �- ���������1 ���

&��'"'� ��$ G+,1 J(x)1 '�!�.�)

E5->F J(x, t) = −D∂p(x, t)
∂x

+
F (x)
γ

p(x, t)

��+)1 �# ��� &��)�#!� �� "# �,���#" ���!�1 ��� &��'"'� ��$ )"��)2�)

E5-8F
∂p(x, t)
∂t

= D
∂2p(x, t)
∂x2

− ∂

∂x

[
F (x)
γ

p(x, t)
]

���) �) ��� '")�! �6+"���# ��� ��3+)��# &��' �.)- �#� �� ��� "&& �!"���#) �� ���) �6+"���# �) ��

!" !+ "�� ��� �"�� !�#)�"#� E)��*# �# ��� #�,� )�!���#F- ��� �,".& �1 �# ��� �*�/)�"�� .��� 

����� "�� �*� )�"' � )�"��) )�&"�"��� '$ " �#���$ '"�����- ��!"+)� �� ����." G+!�+"���#)1 "

��."�# �# �#� )�"�� �") " !���"�# !�"#!� �� )*��!� �� ��� ����� ��."�#- ��� �"�� �� !�"#��#�

)�"��) !"# '� !" !+ "��� ���. ��� ��3+)��# �6+"���#-

����
� .����������#� ��(�� ��! ���� ���������

�� !"# #�* )� 0� E5-8F +#��� !���"�# '�+#�"�$ "#� �#���" !�#�����#) ��0�# "# �,���#" ���!�-

���#1 '")�� �# ��� )� +���# p(x, t)1 *� !"# !" !+ "�� ��� ����� &"�".����) *� "�� �#����)��� �#1

)+!� ") �"�� !�#)�"#�1 2�)� &"))"�� ��.�1 "#� )� �#- H�".��) B�3C !" !+ "��� ��� 2�)� &"))"��

��.�1 ����1 ��� "0��"�� ��.� ��� " &"���! � �� &")) ����+�� " !���"�# &�)����# ��� ��� 2�)� ��.�-

��� �,���#" ���!� �� +)�� *") F = −Kx �# ��� �����# 0 ≤ x ≤ x0- ��"� �)1 ��� �#���$ '"�����

���. x = 0 �� x = x0 �) U = 1
2Kx

2- 
� x = x01 U0 = 1
2Kx

2
0- ��� ��)+ � �)
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E5-;F tK = τ

√
π

4

√
kBT

U0
e

U0
kBT

*���� τ = γ/K- ��� .�"#�#� �� E5-;F �) ���)- 
� $�+ &+� " &"���! � "� x = 01 "���� "# "0��"��

��.� tK �� *�  "���0� "� x0- ��� ��!�&��!" �� ��� 2�)�/&"))"�� ��.� �) !"  ��� �"�� !�#)�"#�1

E5-9:F kK = 1/tK

�� +#���)�"#� E5-9:F1 �."��#� $�+ &+� " &"���! � "� x = 0 �#���"  $- �#!� �� &"))�) ����+��

x = x01 &+� �� '"!4 �� x = 0 "#�  �� �� .�0� "�"�#- kK �) �6+" �� ��� "0��"�� #+.'�� �� ��.�)

��"� ��� &"���! � !"# &")) ����+�� x = x0 �# +#�� ��.�- �")�� �# H�".��) �"�� �����$1

E5-99F kK =
1
τ

√
4
π

√
U0

kBT
e

−U0
kBT

���� ��"� ��� �"�� !�#)�"#� ��&�#�) �# ��� �#���$ '"����� �# �*� &"��)- �#� �) �# ��� �,&�#�#��" 

���.1 *��!� �) ��� ��.�#"�� ���.- ��� ����� &"�� �) ��� )6+"�� ����- ��� !�"#��) !"+)�� '$ ���)

&"�� !"# '� ��#���� !�.&"��� �� ��� �,&�#�#��" ���.- ��������� ��� )�.& �!��$ *� !"# ���"��

��� )�!�#� &"�� ") !�#)�"#�- 
# &�����# �� ��#� &��' �.)1 ��� �#���$ '"����� �) #��."  $ *�����#

") ΔG- EG �) ��� ��'') ���� �#���$- ���) �) ��� .�")+�� �� �#���$ �# " )$)��. "� !�#)�"#�

��.&��"�+�� "#� &��))+��-F ���. #�* *� *�  +)� ΔG �� ��& "!� U0- �"!4 �� ��� �*�/)�"��

.��� - ��� �"�� !�#)�"#� ��� �#� ��."�# �� ��"#)��� ���. ��� �� ��� )�"�� �� ��� +#�� ��� )�"��

�) α01 "#� ���. ��� +#�� ��� )�"�� �� ��� �� ��� )�"��1 β0- ��� �,&��))��#) ��� ��� �"�� !�#)�"#�)

"��@

E5-9%F α0 = ωe−ΔGu/kBT
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E5-9(F β0 = ωe−ΔGf/kBT

*���� ω �) " !�#)�"#� ��0�# ")

E5-95F ω =
1
τ

√
4
π

√
ΔGf

kBT

���# ����� �) "# �,���#" ���!� B�
C

E5-97F α(F ) = α0e
Fxu/kBT

E5-9=F β(F ) = β0e
−Fxf/kBT


� ����� "�� Nf ��."�#) �# ��� �� ��� )�"��1 ��� "0��"�� #+.'�� �� �� ��� .��+ �) ��"�

'�!�.� +#�� ��� �# " ��.� Δt �)

E5-9>F dPu = α(F )Nf Δt

��.� "� $1 ��� "0��"�� #+.'�� �� +#�� ��� .��+ �) ��"� '�!�.� �� ��� �# " ��.� Δt �)

E5-98F dPf = β(F )NuΔt

������ 0�� �� ��������� �� ������� ��$ ��! ���� ��������


# ��� &��0��+) )�!���# *� !" !+ "��� ��� "0��"�� #+.'�� �� !�"#��) �� )�"�� �# " )���� ��.�

'")�� �# ��� �"�� !�#)�"#�- �� ��)!��'� ��� !�"#��/��/)�"�� &��!��+��1 *� �"0� �*� ��� )@ �#� �)



5=

��� �"�� !�#)�"#�1 ��� ����� �) &��'"'� ��$1 #��."  $ �� " &"���! � '��#� �# " !���"�# )�"��- ��#!�

���$ "�� ��� �*� ")&�!�) �� ��� )".� ���#�1 *� ��&� �� 4#�* ��� �� "���#)��& '��*��# ���.-


# ����O) �*�/)�"�� .��� B�
C1 ��� �*� )�"��) "�� ��� �� ��� )�"�� "#� +#�� ��� )�"��- ��#!�

��� ��  �*�#� "#" $)�) !"# '� "&& ��� �� "#$ �*�/)�"�� !�"#��1 *� !"  ���. )�"�� 9 "#� )�"�� %1

�"���� ��"# ��� �� ��� )�"�� "#� +#�� ��� )�"��-


#���"  $ �#� &"���! � �) �# )�"�� 9 "#� �� !"# ��"#)��� �� )�"�� % *��� �"�� !�#)�"#� k- ���

&��'"'� ��$ �� �')��0�#� �� �# )�"�� 9 "� ��.� t �) p(t)- ���#

E5-9;F
dp(t)
dt

= −kp(t)

���� p(0) = 11 *� ���

E5-%:F p(t) = e−kt


� "� �J: ����� "�� N &"���! �) �# )�"�� 91 �+��#� " )���� ��.� �#���0" Δt1 *�"� �) ���

&��'"'� ��$ �� ��"#)�����#� �� )�"�� %A ��� "#)*�� �)1

E5-%9F P0 = [p(Δt)]N

E5-%%F P1 = N [p(Δt)]N−1 ∗ [1 − p(Δt)]

---



5>

E5-%(F Pi = Ci
N [p(Δt)]N−i[1 − p(Δt)]i

����� Pi �) ��� &��'"'� ��$ �� i &"���! �) ��"#)�����#� )�"�� �+��#� ��.� �#���0" Δt1 "#� Ci
N =

N !
i!(N−i)! �) ��� #+.'�� �� !���!�) &�!4�#� i &"���! �) ���. � ��3���#� �#�)- ��� "0��"�� #+.'��

�� ��"#)���) *�  '�

E5-%5F ΔN =
N∑

i=0

iPi = N(1 − p(Δt))


� Δt �) )."  �#�+��1

E5-%7F ΔN ≈ NkΔt


# ��� #�,� )�!���# *� *�  ��)!��'� ��* �� �� " !�.&+��� )�.+ "���# '")�� �# ��� "0��"��

��"#)��� #+.'��-

����	� ,�(� ����� �����!��� ��! ��(������� &��� ������(���� ���� ��

��* *� !"# )��* �# ���"� ��* *� )�.+ "�� ��� �� ��#� &��!��+��- 
) " ��"�$ #����1 �"!�

��."�# �") �*� &�))�' � )�"��)@ ��� �� ��� )"�� *��� '"!4'�#�  �#��� If "#� ��� +#�� ��� )�"��

*��� '"!4'�#�  �#��� Iu- ��� ���" !�#��+�  �#��� E���  �#��)� &�))�' �  �#���1 ����1 ���  �#���

�� "  ��� ��."�#) "�� " ��#�� �#�� " )��"����  �#�F �� ��� &�����# �) L = Nf If +NuIu1 *���� Nf

�) ��� #+.'�� �� ��."�#) �# ��� �� ��� )�"��1 "#� Nu �) ��� #+.'�� �� ��."�#) �# ��� +#�� ���

)�"��- ���# ����� �) #� �,���#" ���!�1 ��� ��"#)����# �"�� ���. �� ��� )�"�� �� +#�� ��� )�"�� �)
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E5-%=F α0 = ωe−ΔGu/kBT

����� ΔGu �) ��� "!��0"���# '"����� ��� �� ��#�1 "#� ω �) ��� ��!�&��!" �� " ��3+)�0� �� ","���#

��.�- ω !"# '� !" !+ "��� +)�#� E5-95F- ��� '"!4 ��"!���# �"�� ��� ��� +#�� ��#� �)

E5-%>F β0 = ωe−ΔGf/kBT

*���� ΔGf �) ��� "!��0"���# '"����� ��� �� ��#�-


� ����� �) "# �,���#" ���!�1 ��� �"��) '�!�.�

E5-%8F α(F ) = α0e
Fxu/kBT

E5-%;F β(F ) = β0e
−Fxf/kBT

��� �,".& �1 ��� ����# ΔG0 = 13 kBT 1 ΔGu = 20 kBT 1 xf = 27.7 #.- 
� ��� �,���#" ���!� �) 15

&�1 ���# "� ���. ��.&��"�+�� ��� �"�� !�#)�"#� ��� ��� ���� ��#� &��!��+�� *�  '�!�.� .+!�

)."  �� !�.&"��� ��"# ��� �"�� !�#)�"#� *��# ����� �) #� �,���#" ���!�1 β(F )/β0 ≈ e−100- �����

�) ! �"� $ )�.����#� )+)&�!� "'�+� ��� ���� ��#� �"��- 
) �� �) �')��0�� ��"� &�����#) �� � �# "

��.� )!" � ���. .�!��)�!�#�) �� ��+�) E"#� )�.���.�)  �#���F1 ���) !" !+ "���# *�+ � )+���)�

��"� +#��� ��� "&& �!"���# �� "# �,���#" ���!� �� ��� ����� �� &�!�/��*��#)1 &�����#) *�+ �

#�0�� '� �')��0�� �� �� �- 
# ��!- 991 *� )��* ��"� !�.&+��#� ��� ���� ��#� �"�� '")�� �# xf

�) �#!����!�- 
# '����1 xf �) " �#�/��.�#)��#" ��"!���# !�����#"�� ���.�� '$ !�#!"��#"��#� ���



5;

��"!���# !�����#"��) �� ��� �#��0��+" &"��) �� ��� &�����#- ��"� �)1 xf )+.) )&"��"  $ �0�� "  

�� ��� ��"!���# !�����#"��) "!!�+#��#� ��� ��� �"!� ��"� ���$ "�� �#���� )&"��"  $ )�6+�#��" - ��

)��* ��"� *�"� �) #����� �� �����.�#� �� ��#� ��.�)1 �) ��� �"!� ��"� .����# " �#� ��� ��"!���#

!�����#"��) �� ��� �#��0��+" !�.&�#�#�) �!!+�) )�.+ �"#��+) $- ��#)�6+�#� $1 ��� )&"��" x

��"� �) #����� �) �# $ ��� )�#� � .�)� ) �* $ �� ��#� !�.&�#�#�-


# " )���� ��.� Δt1 ��� "0��"�� #+.'�� �� ��."�#) ��"#)������ ���. ��� �� ��� )�"�� �� ���

+#�� ��� )�"�� �)

E5-(:F dPu = α(F )Nf Δt

��� #+.'�� ��"#)������ '"!4 �)

E5-(9F dPf = β(F )NuΔt

��� )�.+ "���# &��!��+�� &��!���) ") ��  �*)- �� '���# *��� x = 01 F = 01 "#� "  ���

��."�#) �# �� ��� )�"��)1 ����1 Nf = N "#� Nu = 01 *���� N �) ��� ���" #+.'�� �� ��."�#)-

���) �) ��� �#���" !�#�����#- ���� *� )��* ��* �� ��� ��� (i+ 1)�� )��& ���. ��� i�� )��&- ��

+)� dPu(Fi) �� �����.�#� ��* ."#$ ��."�#) ��"#)��� ���. �� ��� �� +#�� ���- ���� dPu !"#

'� "#$ 0" +� '����� ��"# :1 '+� ��� #+.'�� �� ��."�#) ��"� +#�� � dNu .+)� '� "# �#�����- 
�

dPu < 11 *� &�!4 " �"#��. #+.'�� 0 < R < 1@ �� R < dPu1 *� )�� dNu = 11 �����*�)� *� )��

dNu = 0- 
� dPu > 11 *� ?+)� +)� ��� �#����� &"�� ") dNu- ��.� "� $ *� !"# ��� dNf - ���#

*� ��� Nf (i + 1) = Nf (i) − dNu + dNf 1 "#� Nu(i + 1) = Nu(i) − dNf + dNu- �� !"# #�*

!" !+ "�� ��� #�* !�#��+�  �#��� �� ��� &�����#- ��� #�* �,��#)��#  �#��� x(i+1) = x(i)+VΔt1

*���� V �) ��� )����!��#� )&���- ���# '")�� �# ��� #�* x "#� L1 *� ��� ��� #�* ���!� +)�#�
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E5-%F- ��&�"��� $ "&& $�#� ���)� )��&) *� !"# )�.+ "�� ��� )����!��#� &��!��+��- ��� ���� ��#�

&��!��+�� �) " .�)� ��� )".�L ��� �# $ ��3���#!� �) ��� �,��#)��#  �#��� �) ��!��")�� "� �"!�

)��&1 x(i+ 1) = x(i) − VΔt-

��� !�.&"��)�# �� �,&���.�#�" ��)+ �) "#� )�.+ "���# ��)+ �) "�� )��*# �# ���- 5-= ��� ����#

"#� ���- 5-> ��� ��,��"#- �+.���!" ��)+ �) "#� �,&���.�#�" ��)+ �) 2� *�  -

���+�� 5-=- ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �) ��� ����#- ���
)� ��  �#� �) ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ����� "�� 9: ��."�#)- If = 4 #.1 Iu = 32
#.1 α0 = 3 × 10−5/s1 G0 = 9.2 kBT - ��.&��"�+�� �) (:: H- ��� �,&���.�#�" 
�"�" �) ���. B
�C-

�� !"# )�� ��"� ��� ����#1 ��� )����!��#� !+�0�  ��4)  �4� " ��* �� )"*�����@ ��� ���!� �#!��")�)

�� " !���"�# 0" +�1 ���# ��!��")�) ��"."��!"  $ ���.�#� " &�"4- ����� "�� 9: &�"4)- ����� �) "

 "���  �#��� ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� "#� +#�� ��� )�"��- 
# ��� �� ��� )�"�� �#� ��."�#

�")  �#��� 5 #.1 *�� � �# ��� +#�� ��� )�"�� �#� ��."�# �")  �#��� (% #.- ���������1 ") �#�

��."�# +#�� �)1 ��� &�����#O) ���" !�#��+�  �#��� �#!��")�) ���"� $- ���) !"+)�) ��� ���!� ��

��!��")� ."�4�� $1 $�� ��#� ��� )�"�& ���&&�#� ���� �� ��� )"*�����-
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model

���+�� 5->- ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��,��"#- ���
���) "�� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ����� "�� (9: ��,��"# .�#�.��)- If = 0.5
#.1 Iu = 0.565 #.1 α0 = 2 × 10−4/s1 G0 = 13.2 kBT - ��.&��"�+�� �) (:: H-
��� �,&���.�#�" �"�" �) ���. B
�C-

�#� ��� ����� �"#�1 ��� ��,��"# ���  �#��� ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� "#� +#�� ��� )�"��

�) 6+��� )."  - 
# ��� �� ��� )�"�� �#� ��."�# �")  �#��� :-7 #.1 *�� � �# ��� +#�� ��� )�"��

�#� ��."�# �")  �#��� :-7=7 #.- ��� #+.'�� �� ��."�#) ��� �#� ��,��"# &� $.�� �) "'�+� (::-

��������� �#� ��."�# ��"� '�!�.�) +#�� ��� *�  #�� !"+)� " #��"' � !�"#�� �� ��� ���" !�#��+�

 �#���- ��#!�1 ��� �,��#)��# !+�0� ��� ��,��"# �) ).����- ��� ) �&� �� ��� .��� �) )���&�� ��"#

��� �,&���.�#�" ��)+ �) �# ��� �����# �� 5 × 10−9 < F < 5.5 × 10−9 �1 "#� )�.� "� � )�*����-

��"� �)1 )�.+ "���# ��)+ �) )��. )��3�� ��"# ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ���) &��' �. !�.�) ���.

��� �I� .��� - 
� ���"��) �"!� ".�#� "!�� ") " ����� '"�@ ��"�O) ��" �)��!- �+�1 ���)� '"�) "��

!�##�!��� ���� $1 ���) �) #�� " ���� "&&��,�."���# "� "  ���!�)- ��� �,".& �1 ��� ��� �I� .��� 

�# ��� ����/���!� �����#1 ��� )�.+ "��� &�����# �) " ��"�$ " .�)� �+  $ )����!��� "#� !"# �"�� $

'� )����!��� "#$ .���1 ��"� �) *�$ ��� ���!�/�,��#)��# !+�0� �) )� )��3-



7%

��	� .������ !��������� ����� dPu ��! dPf

���� ��"� " ���+�� *� +)� ��� #��"���# dPu "#� dPf 1 ���$ �� #�� .�"# ��� &��'"'� ����) ��

!�"#��#� )�"��- ���. E5-(:F1 dPu �) ��� "0��"�� #+.'�� �� ��."�#) ��"#)������ ���. ��� �� ���

)�"�� �� ��� +#�� ��� )�"��- 
#�1 ���. E5-(9F1 dPf �) ��� "0��"�� #+.'�� �� ��."�#) ��"#)������

���. ��� +#�� ��� )�"�� �� ��� �� ��� )�"��- ���# +)�� ") ��� #+.'�� �� ��."�#) !�"#��#� )�"��1

���)� 0" +�) !"# '� +)�� ��� "#$ Δt1  "��� �� )."  1 "#� ��� �,&��))��#) $�� � ��� !����!� 0" +�

��� ��� #+.'�� �� �� ��� �� +#�� ��� ��."�#)- ��*�0��1 ��� ��� )��!�")��! !" !+ "���#) *��!� *�

"#� B�
C !"��$ �+�1 *� ��6+��� ��� �
�������	� �� "�  �")� �#� !�"#�� �# "# �#���0" �� ��.�1 #�� ���

.�"# #+.'�� �� !�"#��) *����# "# �#���0" �� ��.�- E��� ��3���#!� '��*��# ��� Q#+.'��Q "#�

��� Q&��'"'� ��$Q �) ��"� Q#+.'��Q !�+ � '�  "���� ��"# �#� '+� Q&��'"'� ��$Q �) " *"$) )."  ��

��"# +#��$- ��#!�1 *� !�+ � �#���&��� dPu "#� dPf ") "'�0�1 �# ���.) �� !�"#�� �# #+.'��1 +)�

"# "�'���"�� $  "��� Δt1 "#� 2#� ��� !�"#��- 
�  "���� ��"# +#��$1 ��� !�"#�� �.& �.�#��� �) ���

�#����� &"�� & +) �#� ED���F �� " +#����. $/��)���'+��� �"#��. #+.'�� �)  �)) E���"���F ��"# ���

#�#/�#����� &"��-F

���. E5-%:F1 *� !"# 2#� p(t) = e−kt1 ��� &��'"'� ��$ �� ��."�#�#� �# ��� �����#" )�"��

"���� " ��.� t- ��� &��'"'� ��$ �� N ���#��!" ��."�#) ��."�#�#� �# ����� �����#" )�"�� �) ���#

pN (t) = (e−kt)N - 
#�1 )� ��� &��'"'� ��$ �� "�  �")� �#� �� ��� N ��."�#) !�"#��#� )�"�� �)

1−(e−kt)N - ���# ��� ��.� �#���0" �) )."  t = Δt1 ���# *� 2#� ��"� 1−(e−kt)N = NkΔt+ . . .-


# B�
C �� �) �# $ ���) 2�)� ���. *��!� �) +)�� �� !�.&+�� ��� &��'"'� ����) �� !�"#��1 *���� ���

�"�� k �) ��0�# ��� "&&��&��"�� 0" +� α �� β1 "#� N �) "))��#�� ") ��� #+.'�� �� �� ��� ��."�#)-
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!�#2�+�"���# �� �"�# �#���."���# "'�+� ����� G�,�'� ��$- ���) �#���#" 0"��"���# �� G�,�'� ��$ �)

"# �#����" &"�� �� &�����# �+#!���#-

	��� . ��������� !���������� ������(


# ���) )�!���# *� *�  !" !+ "�� ��� 0"��"#!� �� &�����#  �#��� �+� �� ��� ����."  $/�#�+!��

!�"#�� �# ����!���# �� ��� !�.&�#�#� .�#�.��)-
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���"��#� '"� *��� " )�#� � )�"�� �)

〈Iz〉 =

∫ π
0 (I cos θ) (2π sin θ) exp [fI cos θ/kBT ] dθ∫ π

0 (2π sin θ) exp [fI cos θ/kBT ] dθ

��� 〈. . .〉 "#� ��� ��& '"� E��� �,".& �1 �# E7-(FF '��� .�"# "0��"��-


� ��� .�#�.�� �") �*� &�))�' � )�"��) *��� �#���$ ��3���#!� 
Go1 ��� "0��"��  �#��� " �#�

��� ���!� ����!���# �)

〈Iz〉 =

∫ π
0 (If cos θ) (2π sin θ) exp [a cos θ]dθ∫ π

0 (2π sin θ) exp [a cos θ]dθ +
∫ π
0 (2π sin θ) exp [−
Go/kT + b cos θ] dθ

+

∫ π
0 (Iu cos θ)(2π sin θ) exp [−
Go/kT + b cos θ] dθ∫ π

0 (2π sin θ) exp [a cos θ] dθ +
∫ π
0 (2π sin θ) exp [−
Go/kT + b cos θ] dθ

E7-9F
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*���� a = fIf

kT "#� b = fIu

kT - ���# *� ���

〈L〉 = N〈Iz〉

= N
If ( 1

a)2 [a cosh a− sinha] + Iu(1
b )

2 [b cosh b− sinh b] exp [−Go/kT ]
1
a sinh a+

[
1
b sinh b

]
exp [−Go/kT ]

E7-%F

��� 0"��"#!� �#  �#��� �) ��0�# '$ (L− L̄)21 *��!� ��&�#�) �# ��� ��3���#!�) '��*��# ���

.�")+��� 0" +�) �� L "#� ��� .�"# 0" +� L̄- ��*�0��1 �� !"# '� )��*# ��"� ��� 0"��"#!� !"# '�

�����.�#�� ���. .�")+��.�#� �� ��� .�"# ���!�/�,��#)��# !+�0� " �#�- 
# &"���!+ "�1 *� )��*

��"�

E7-(F (L− L̄)2 = NkBT · dL̄
dF

��"� �)

E7-5F N2 · (Iz − Īz)2 = NkBT · N · Īz
dF

E7-7F (Iz − Īz)2 = kBT · dĪz
dF

E7-=F 〈I2
z 〉 − 〈Iz〉2 = kBT · dĪz

dF
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���)� *� !" !+ "�� 〈I2
z 〉

〈I2
z 〉 =

∫ π
0 (If cos θ)2 (2π sin θ) exp [a cos θ]dθ∫ π

0 (2π sin θ) exp [a cos θ] dθ +
∫ π
0 (2π sin θ) exp [−
Go/kT + b cos θ]dθ

+

∫ π
0 (Iu cos θ)2(2π sin θ) exp [−
Go/kT + b cos θ] dθ∫ π

0 (2π sin θ) exp [a cos θ]dθ +
∫ π
0 (2π sin θ) exp [−
Go/kT + b cos θ] dθ

=
I2
f ( 1

a)3X + I2
u(1

b )
3Y exp [−Go/kT ]

1
a sinha+

[
1
b sinh b

]
exp [−Go/kT ]

E7->F

*���� X =
[
a2 sinh a− 2a cosh a+ 2 sinh a

]
1 "#� Y =

[
b2 sinh b− 2b cosh b+ 2 sinh b

]
-

���������1

〈I2
z 〉 − 〈Iz〉2 =

I2
f ( 1

a)3X + I2
u(1

b )
3Y exp [−Go/kT ]

1
a sinha+

[
1
b sinh b

]
exp [−Go/kT ]

−
(
If ( 1

a)2 [a cosh a− sinh a] + Iu(1
b )

2 [b cosh b− sinh b] exp [−Go/kT ]
1
a sinh a+

[
1
b sinh b

]
exp [−Go/kT ]

)2

E7-8F

��� kBT · dĪz
dF 1 �� *� *���� ��� 〈Iz〉 �# ��� ���.

〈Iz〉 =
If ( 1

a)2 [a cosh a− sinha] + Iu(1
b )

2 [b cosh b− sinh b] exp [−Go/kT ]
1
a sinha+

[
1
b sinh b

]
exp [−Go/kT ]

=
A+B

C +D
E7-;F

*����

E7-9:F A = If (
1
a
)2 [a cosh a− sinha]
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E7-99F B = Iu(
1
b
)2 [b cosh b− sinh b] exp [−Go/kT ]

E7-9%F C =
1
a

sinh a

E7-9(F D =
[
1
b

sinh b
]

exp [−Go/kT ]

���# *� �"0�

kBT · dĪz
dF

= kBT · ∂Iz
∂a

∂a

∂f
+ kBT · ∂Iz

∂b

∂b

∂f

= If
∂Iz
∂a

+ Iu
∂Iz
∂b

E7-95F

"#� *� " )� �"0�

E7-97F
∂

∂a

(
A+B

C +D

)
=
A′(C +D) − (A+B)C ′

(C +D)2

E7-9=F
∂

∂b

(
A+B

C +D

)
=
B′(C +D) − (A+B)D′

(C +D)2

"#�

E7-9>F
dA

da
= If (

1
a
)3
[
a2 sinha− 2a cosh a+ 2 sinh a

]
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E7-98F
dB

db
= If (

1
b
)3
[
b2 sinh b− 2b cosh b+ 2 sinh b

]
exp [−Go/kT ]

E7-9;F
dC

da
= − 1

a2
sinha+

1
a

cosh a

E7-%:F
dD

db
= − 1

b2
sinh b+

1
b

cosh b exp [−Go/kT ]

� +���#� ���)� �#�� E7-95F *� ���

E7-%9F 〈I2
z 〉 − 〈Iz〉2 = kBT · dĪz

dF

���������1 *� ��� 0"��"#!�

E7-%%F v = NkBT · dL̄
dF

��*1 *� !"# +)� ��� ���!�/�,��#)��# !+�0�) �� �"�" �� 2#� ��� �����/�"#�/)��� �� ��� "'�0�

�,&��))��#1 "#� )� �����.�#� ��� 0"��"#!�- �� !"# " )� +)� E7-8F ") ��� ��������!" &����!���#-

���- 7-9 )��*) ��� !�.&"��)�# ��� ��� ��,��"# �,&���.�#�" ��)+ �) *��� ��������!" ��)+ �)-

�� !"# )�� ��"� ���$ �"0� )�.� "� '��"0���- 
#���"  $ ��� 0"��"#!� �) 0��$ '��- ���) �) '�!"+)�

��� ��,��"# �) �# ��� !�� )�"��1 *��!� �) "  ��)� )��+!�+��- 
#$ )."  &���+�'"���# !"# !"+)�

"  "��� !�"#�� �#  �#���- ���� �#!��")�#� ���!�1 "  ��� ��."�#) '���# �� " ��# "#� '�!�.�



=%

)��3��- ��������� ��� 0"��"#!� ��#�) �� ��!��")�- ����� �) " &�"4 �# ��� .��� �- 
# ���) �����#1

��,��"# ��."�#) !�"#�� ���. ��� �� ��� �#�� ��� +#�� ��� )�"��- ���) !�"#��#�/)�"�� &��!��+��

�#����+!�)  "���� 0"��"#!�-

0 500 1000 1500
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Force(pn) 

Va
ria

nc
e(

nm
)

Theory result
Experimental result

���+�� 7-9- ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" ��)+ �) "#� ��������!" ��)+ �) ��� 0"��/
"#!� E��,��"#F-

�6+"���# E7-%%F )��*) ��"� 0"��"#!� �) &��&�����#" �� ��� �#0��)� �� ��� )&��#� !�#)�"#�@

v = NkBT · dL̄
dF ∝ 1

kspring
- ����� kspring = dF

dL̄
�) ��� )&��#� !�#)�"#� �� ��,��"#- ���+�� 7-%

)��*) ��� !�.&"��)�# �� C · 1
kspring
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Experimental result
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1 *���� C = kBT/5-

�")�� �# ��� �,&��))��# ��� ��� 0"��"#!� E7-8F1 ��� )�.� ��0�# ���!� �� �) �")$ �� !" !+ "��

��� !����)&�#��#� 0"��"#!�- �+� ��� )�.� ��0�# �,��#)��#1 �� �) ��S!+ � �� ��� ��� 0"��"#!�-

��������� *� )��* ��� ���!�/0"��"#!� !+�0�- �+� ��� ����#1 ��� )".� ���!� !"# !����)&�#��#� ��

)�0��" ��3���#� &�"4)- �� *� �� #�� !�.&"�� ��� �,&���.�#�" "#� ��������!" ��)+ �) ��� ����#-
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#	������*�	��� �,(��������


# ���) )�!���#1 *� ."�� "# �3��� �� ��&���+!� ��� !�#)�"#�/���!� �,&���.�#�" ��)+ �) '$

#+.���!" )�.+ "���#- �� ��$ " )�� �� .��� )1 ���. 0��$ )�.& � ��)� .��� �� .��� !�.& �!"���

.��� )- 
# ��#��" 1 &"�".����) "�� !��)�# �� 2� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) ��� '�)�1 #�� !��)�#

'")�� �# .�")+��� 0" +�)- ��* ���!� �3�!�) ��� �� ��#� &��!��+�� �) ��)!+))�� �# ��!- 991 *����

" .��� &�$)�!"  $/.�"#�#��+ .��� �) ��0�#- ���������1 ���) )�!���# )��+ � '� ���"�� ") "#

M�#���.���"�� )�"��N �� �+� )�+�$ �� &�����# �� ��#�-


# ���) )�!���#1 ��� )��&/ �4� '��"0��� �� )�#� � ��."�# �� ��#� �) ��&���+!�� E�-�- �,&���/

.�#�" ��)+ �)@ ���- =-(L )�.+ "���# ��)+ �)@ ���- =-(:F- �� " )� 2#� ��"� �� *� �#����+!� )�.�

!��&��"��0��$ '��*��# ��."�#) E����1 �� �#� ��."�# 2#�)��) �� ��#� �� !"# "!!� ��"�� ��� �� ��#�

�� ����� ��."�#)F1 ���# ��� �� ��#� &��!��+�� �� " .+ ��/��."�# &�����# *�  �� � �# )�"��) E�,/

&���.�#�" ��)+ �)@ ���- =-9L )�.+ "���# ��)+ �)@ ���- =-(8F- ��� ��")�# ��� ���) !��&��"��0��$

'��*��# ��."�# �) +#4#�*#- ��!- 99 ��)!+))�) ��� ��")�# �� !��&��"��0��$ �#)��� �#� &�����#

��."�#-

���� 4��� �� �� �������������� ������(����

���#"#��D "#� �� +)�� ���!�/! ".& 
�� �� ��!��� ��.�/�,��#)��# !+�0�) ��� +'�6+���# B��C-

��#� �#��0��+" +'�6+���# ��."�#) *���  �#4�� �������� �� ���. " )�#� � &� $/+'�6+���# .� �!+ �-

��� 
�� ��& *�+ � �#���!�&� ���) .� �!+ � "� " �"#��.  �!"���# "#� )� &�!4 +& "# �#�����.�#"��

#+.'�� �� ��."�#)-
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���+��) =-9/=-( )��* )�.� �� ����� �,&���.�#�" ��)+ �)- ��� �*�/)�"�� .��� ��)!��'�� �#

��!- 5 &����!�) ��"� ��� ��� !�#)�"#�/���!� �,&���.�#�)1 ��� �� ��#� &��!��+�� )��+ � '� )��&  �4�-


# ��� �*�/)�"�� .��� 1 �#� ��."�# !"# �# $ �"0� �*� &�))�' �  �#���)1 ��� �� ���  �#��� �� ���

+#�� ���  �#���- ���# " ��."�# !�"#��) ���. ��� +#�� ��� )�"�� �� ��� �� ��� )�"��1 ����� �) "

!�  "&)� �� ��� ���" �#�/��/�#�  �#���- 
� ����� "�� )�0��" ��."�#) �# ��� &�����#1 ����� )��+ �

'� )�0��" )��&/ �4� !�  "&)�)- ��*�0��1 �# ���- =-9 "#� ���- =-%1 *� �� #�� )�� ���) )��&/ �4�

'��"0���- 
� )��.) ��"� *� #��� �� .����$ ��� �*�/)�"�� .��� -

���+�� =-9- �,".& �) �� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) ��� ��� !�#)�"#�/���!� �� ��#�
�,&���.�#�) �� B��C- ����� �� ����� ��)+ �) "�� )��*# �# ���)- =-% "#� =-(-

���� 5�!� ��# �������������� �� !��#6 �����!������

��� .��� �# ���) )�!���# ��0���) ��� +'�6+���# �� ��#� &��!��+�� �#�� 20� )�"��)1 ") )��*# �#

���- =-5- ��� 2�)� )�"�� �) ��� #�"� $ �#)�"#�"#��+) ��"#)����# ���. ��� !�� / �4� )��+!�+�� +#���

���� �,���#" ���!� �� " )������ !�� / �4� )��+!�+�� "� ���  �*�� 6+�#!��� ���!�- 
# ��� )�!�#�
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���+�� =-%- 
������#" ��)+ �) ���. B��C-

���+�� =-(- 
������#" ��)+ �) ���. B��C1 *���� �� �) "))+.�� ��"� ����� �) �# $
�#� +'�6+���# ��."�# '��#� )����!��� '$ ��� 
��- ����1 �# !�.&"��)�# *���
���- =-9 ��� &� $/+'�6+���#1 ��"� ��"�� % �) #�"� $ �� !�#)�"#� �,��#)��#1 ��"�� (
�) "')�#�1 "#� *�� � ��"�� 5 �) "# "'�+&� ��!��")�1 �� �)  �)) )+���# ��"# �# ���-
=-9-
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)�"��1 ��� α �� �!�) ���. *��� �� ��#� �"�� kpf "#� *��� Ah ") ��� ".& �2!"���# �"!���@ �#!� �#�

�� �, "&&�"�)1 ��� #����'���#� ".�#� "!��) *�  �� � �")���- ���)� �*� &"�".����) �����.�#� ���

�+�"���# �� ���) )��&- ��� ���"� ) *�  '� )��*#  "��� �# ���) )�!���#- 
� ��� #�,� )�"��1 β )����)

���. *��� &"�".����) kpf "#� Ab- 
# ���  ")� )��&1 α �� �!�) "#� β )����) ���. ��� �����"�$

)��+!�+�� E#"��0� )�"��F *��� &"�".����) ksf "#� As-

��
� 5�!� ��# �������������� �� !��#6 ,�(� �7�! (�!� 


# ���) )�!���#1 *� 2�)� �#����+!� ��� ��."�# )��+!�+�� �# .��� ���"� 1 "#� ��&� �� 2#� "

��")�#"' � )�.+ "���# '")�� �# ��� !�"#�� �� ��� )��+!�+�� �+��#� ��� +#�� ��#� "#� ���� ��#�

&��!��+��- ��!"  ��"� ".�#� "!��) "�� !�##�!��� '$ &�&���� '�#�) �� ���. ��� &�����# !�"�#-

���) �) !"  �� ��� &��."�$ )��+!�+��- ��3���#� �����#) �� ��� ".�#� "!�� )�6+�#!� ���.  �!" ���/

+ "� )��+!�+��)1 )+!� ") α �� �!�) "#� β )����)1 �� � �������� '$ �$�����# '�#�)- ��� ������ �)

��� �����"�$ )��+!�+��1 *��!� �) ���.�� '$ ��� �#���"!���# �� )�0��" )�!�#�"�$ )��+!�+��)- ���+��

�� �) #�� !���"�# *�"� �) �"&&�#�#� �+��#� ��� )����!��#� &��!��+��1 " ��")�#"' � "))+.&���# �)

��"� ��� �#�"#� �� )�!�#�"�$ )��+!�+��) "�� 2�)� )�&"�"���1 "#� ���# ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��)

"�� '��4�#1  �"0�#� ��� ".�#� "!�� !�"�#- �� ���"�� ���) !�"�# ") ��� +#�� ��� )�"��- ���

���� ��#� &��!��+�� )��+ � '� ��� ��0��)�@ 2�)� ��� ".�#� "!�� )�6+�#!� ���.) �#�� )�!�#�"�$

)��+!�+��)<*� !"# !"  ���) ��� !�� /�� �, &��!��+��L ���# ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) #+! �"�� "#�

�� � �� ���. ��� �����"�$ )��+!�+��1 ����1 ��� �� ��� ��."�#- 
# ��� ��  �*�#� *� *�  !�#!�#��"��

�# ��� ���� ��#� &��!��+��-

���) �) " '���� ��)!��&���# �� ��� �� ��#� "#� ���� ��#� &��!��+��- 
# ����� �� ��)!��'� ���

�,&���.�#�) �# B��C1 *� 2�)� ��)!��'� ��� +'�6+���# ��."�#- ��#!� ��� +#�� ���  �#��� �� ���

��."�# �) (% #. "#� ��� "0��"��  �#��� ��� �#� ".�#� "!�� �) :-(>7 #.1 *� 2#� Na = 32/0.375 =

85- E��� "!�+" 0" +� ��� +'�6+���# �) >=-F ���) (% #. �) "# �)��."�� ���. ��� �,&���.�#�" 

)�#� � ��."�# �� ��#� ��)+ �) )��*# �# ���- =-(@ ��� ���"  �#��� !�"#�� �+��#� �� ��#� �) "'�+�
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+#�� ��#� �"��) "�� )�� �� '� D���-

%8 #.1 "#� ��� �� ��� +#'�6+���# �")  �#��� (-8 #. B��C- ��1 *� "))+.� ��"� ��� ���"  �#��� ��

"# +#�� ��� +'�6+���# �) "'�+� (% #.- ��� �)��."��� 0" +� �� 87 ".�#� "!��) �)  "���� ��"# ���

"!�+" 0" +�- �+� ���� *� �# $ ��0� " )�.& � .��� �� )�� ��* �� �.&��0� ��� .��� 1 )� *� +)�

��� 0" +� 87- ��� "!�+" 0" +� *�  '� +)�� �# ��� �.&��0�� .��� - 
) ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��)1
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��� )�.& �!��$1 ���� *� "))+.� ��"� "  �� ���. "�� α �� �!�) E"!�+"  $ ����� "�� ����� α �� �!�)

"#� ��+� β )����) B
CF- �*� �� ��� α �� �!�) "�� )� )���� ��"� ��� )��+!�+�� �) )�.���.�) ! "))�2��

") �#� α �� �, "#� ��+� β )����) B
C- �+�1 *� !�#)���� )�0�# )�!�#�"�$ )��+!�+��)1 �"!� "# α

�� �, �� 9% ".�#� "!��) "#� ��#!� Na = 84-

��* *� *"#� �� �����.�#� ��* ��� !�� /�� �, &��!��+�� �"&&�#)- 
� ��� &�����# �) �# ���

!�� )�"��1 �� �") .��� &�))�' � !�#2�+�"���#) "#� ���������  "���� �#���&$- �� ���. ��� .���

���+ "� �� �, )��+!�+��1 ��� �#���&$ ��!��")�)1 )� �#���$ �) ��6+���� �� ."4� ���) �"&&�#- �#

��� ����� �"#�1 �#!� ��� ���+ "� )��+!�+�� �) ���.��1 ��� �$�����# '�#�) '��*��# ".�#� "!��)

*�  ��!��")� ��� �#���$- ���) �) �6+�0" �#� �� " �*�/)�"�� .��� @ 2�)� " �#���$ '"����� #���) ��

'� �0��!�.� "#� ���# ��� )$)��. *�  �� �� "  �*�� �#���$ )�"��- ���) �.& ��) ��"� *� !"# )��  

)�� )�.� �"�� !�#)�"#� �� �����.�#� ��� &��'"'� ����) �� !�"#��#� )�"��- 
#�1 ") �# ��� �*�/)�"��

.��� 1 ���) �"�� )��+ � ��&�#� �# ��� �,���#" ���!�-


# ��� �*�/)�"�� ���� $/?��#��� !�"�# .��� 1 "  ��� ��."�#) "�� ���� ��#� �#��&�#��#� $- �+�

��� ��� !�� ��"#)��� �� α �� �,1 �#!� �#� �$�����# '�#� �) ���.��1 �� )��+ � ."4� ��� #����'���#�

'�#�) '�!�.� �")��� �� ���.- ��1 *� �#����+!� "# ".& �2!"���# �"!��� A@ �#!� " �$�����# '�#�

�) ���.��1 ��� #����'���#� �"�� !�#)�"#�) *�  '�!�.�  "���� '$ " �"!��� �� A- �� ��&� �� ���

��� !��&��"��0��$ �3�!� '$ ���) �"!���-

�� #�* ")41 Q���# �� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) '���# �� #+! �"��AQ "#�1 Q��* �� ���$

#+! �"��AQ �� )��  ��&� �� +)� ��� �"�� !�#)�"#�) �� ��)!��'� ���) &��!��+��- �+�1 ��� )�!�#�"�$

)��+!�+��) .+)� '� ���.�� '����� ���$ !"# #+! �"�� �� ���. ��� �����"�$ )��+!�+��- 
 )�.& � *"$

�� �#���!� ���) �) #�� �� )�.+ "�� ���) #+! �"���# +#�� "  ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) "�� !�.& ����-

���������1 *� �#����+!� " &"�".���� �� ��)!��'� ��� &��!�#�"�� �� !�.& ����#1 C- ��� �"��

!�#)�"#� �� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��)O #+! �"���# ��&�#�) �# C@ �� C �) D���1 ��� �"�� !�#)�"#� ��

#+! �"���# �) D���1 *��# C �#!��")�) ��� �"�� !�#)�"#� )��+ � " )� �#!��")�- 
 )�.& � )!��.� ��
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�.& �.�#� ���) �) �� "))+.� ��"� *��# C = 11 ��� �"�� !�#)�"#� ��� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+�� �)

ks1 �����*�)� �� �) Cks- 
 )�1 *� �"0� " ".& �2!"���# �"!��� A ��� ���) #+! �"���#-

��#"  $1 *� �"0� ��� )�.& � .��� 1 )+.."��D�� ") ��  �*)- 
#���"  $1 ����� "�� Np &��."�$

+#��)1 *��!� "�� ��� ".�#� "!��) *���  �#��� lu = 0.375 #.- �� ��0��� ���)� ".�#� "!��) �#��

)�0�# �����#)- 
# �#� �����#1 ���$ �"0� )�.� �"�� !�#)�"#� kpf �� �� � ��  �#��� lf = 0.15 #.-


� �#� ".�#� "!�� �) �# ��� �� ��� )�"��1 ��� #����'���#� ".�#� "!��) *�  �"0� ��� �"�� !�#)�"#�

Akpf - 
� ��� )".� ��.�1 ���$ " )� �"0� )�.� +#�� ��#� �"�� !�#)�"#� kpu- ���) �) ��� �$#".�!)

��� !�� /�� �, �� ��#�-

��� )�!�#�"�$ )��+!�+�� E�� �,F �� ��#�1 ���  �#��� �� �#� )�!�#�"�$ )��+!�+�� Su �) �6+" ��

��� )+. �� ���  �#���) �� "  ��� ".�#� "!��) �#)��� �� ��� �� �, �) �# ��� +#�� ���  �#���- �#!�

�� ���1 *� "))+.� ��)  �#��� '�!�.�) Sf = 4/7 #.1 )�#!� �� �) �')��0�� �# B��C ��"� ���  �#��� ��

�#� �� ��� ��."�# E�����"�$ )��+!�+��F �) "'�+� 4 #. "#� ����� "�� )�0�# )�!�#�"�$ )��+!�+��)

�# �#� ��."�#- �� !�+�)�1 ���) 0" +� �� Sf �) '")�� �# ��� +#��")�#"' � 0��* ��"� "  �� ���

)��+!�+��) "�� " ��#��  �#�"� $ �# " ��*- ��� �� ��#� �"�� !�#)�"#� �) C · ksu1 "#� ��� +#�� ��#�

�"�� !�#)�"#� �) ksf - ��� ".& �2!"���# �"!��� �") ��� )".� �3�!� ") �# ��� !�� /�� �, �� ��#�

&��!��+��-

���� 5�!� ��# �������������� �� !��#6 ��� �!��# ��� �������  $���� ��! ����� �� ���

��� ��� �� (�!� 

�� #�* �#! +�� ��� �,���#"  $ "&& ��� ���!� �# ��� .��� - ���!� !"# "3�!� ��� .��� �# �*�

*"$)- ���)�1 ��� �"�� !�#)�"#� ��&�#�) �# ���!�- ��!�#�1 �� ��#�) �� " ��# ��� ".�#� "!��) " �#�

��� )".� ����!���#- ��!"+)� �� ����."  $/�#�+!�� G+!�+"���#)1 #��."  $ ��� '"!4'�#� �) #��

" )��"����  �#�- 
#�1 ��� "!�+" �#�/��/�#�  �#���1 ����1 �,��#)��#1 �) #��."  $ )������ ��"# ��)

'"!4'�#�  �#���1 ����1 !�#��+�  �#���- ��� ��3���#!� '��*��# ���. *�  '�!�.� )."  �� ") ���

���!� �) �#!��")��- ����� "�� �*� .��� ) �� ��2#� �,��#)��# ") " �+#!���# �� ���!�- �#� �) ���
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*��./ �4�/!�"�# .��� E���F B

C- 
# ���) .��� 1 "� " !���"�# �,��#)��#  �#��� x "#� !�#��+�

 �#��� L1 ��� ���!� F !"# '� !" !+ "��� ")

E=-9F F =
kBT

p

(
1

4(1 − x/L)2
− 1

4
+
x

L

)

*���� p �) ��� &��)�)��#!�  �#���1 *��!� ��)!��'�) ��� !�"�# )��3#�))-

��� ����� .��� �) ��� �����/��.�#)��#" ���� $/?��#�/!�"�# .��� E�I�F- 
# ���) .��� 1 ���

)$)��. �) !�.&�)�� �� N '"�) *���  �#��� l- ���)� '"�) "�� !�##�!��� �#�/'$/�#� �#�� " !�"�#1

"#� "  ��� ?��#�) !"# ���"�� ���� $- 
� *� )����!� ��� )$)��. *��� " !���"�# ���!� f 1 ���# ���

"0��"��  �#��� &��?�!��� �# ��� ���!� ����!���# �)

E=-%F x = N · l · 1
a
(a · ctanh(a) − 1)

*���� a = fl/(kBT ) "#� !�"#� �) ��� �$&��'� �! !��"#��#�-

���+��) =-7 "#� =-= !�.&"�� ��� ���!� �,��#)��# �� "���#)��& ��� ��� "#� �I�1 +)�#� "  �#�"�

)!" � "#� "  ��/ �� )!" �-

��*1 *� #��� �� !�#)���� ��* �� �#! +�� ��� ��� �� �I� .��� �#�� �+� )�.+ "���#- 
# ���

&��0��+) )�!���#1 *� ���"���� ���  �#��� �� "# +#�� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+�� ") ��� )+. �� ���

 �#���) �� "  ��� ".�#� "!��)- ���) �) ��� )".� ") ��� !�#��+�  �#��� �� �#� )�!�#�"�$ )��+!�+��-


� *� +)� ��� ��� .��� 1 ���# ��� " !���"�# ���!�1 E=-9F !"# '� "&& ��� �� !" !+ "�� ��� �,��#)��#

 �#���- 
� *� +)� ��� �I� .��� 1 ���# ��� "0��"��  �#��� !"# '� �����.�#�� '$ E=-%F- 
  ���

����� &"��) �� ��� )�.+ "���# ��."�# +#!�"#���- ���+��) =-7 "#� =-= "�� ��� #+.���!" ��)+ �)

��� ��� "#� �I�- 
# ���)� �*� & ��)1 ��� &��)�)��#!�  �#��� �) p = I- �"$ �� �,&"#)��# )��*)

��"� �� p = I/21 ��� ��� "#� ��� �I� !�"�# .��� ) ��0� ��� )".� 0" +�) �# ���  �*/���!� �����#-
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���+�� =-=- 
) �# ���- =-71 '+� & ����� �# "  ��/ �� )!" �-

���- =-> )��*) ��� ��)+ �) ��� I = 0.375 #. "#� p = I/2- �� !"# )�� ��"� �# ���) !")�1 ��� ���

"#� �I� ��0� ��� )".� )�.+ "���# ��)+ �) ") ��� ���!� ���) �� D���-
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���+�� =->- �# ���  ��� �) ��� ���!�/�,��#)��# �� "���#)��& ��� ��� "#� �I�
.��� ) +)�#�  �#�"� )!" �)1 &J
K%- ��� ����� & �� +)�) "  ��/ �� )!" �- 
) �# ���)-
=-7 "#� =-=1 ") ���!� ���) �� D���1 ��� �*�  �#�) "&&��"!� �#� "#�����-

��*1 *� !"# !�.'�#� ��� !�� /�� �, .��� "#� �,���#"  $/"&& ��� ���!� .��� �� ��� )�.�

)�.+ "���# ��)+ �)- ��� �3�!�) ���. �"!� �� ��� &"�".����) "�� �")$ �� &"�)� �+�- 
# ��!-

=-=1 &"�".���� �3�!�) "�� ��)!+))�� �# ���"� )- ���#1 �# ��!- =-81 ����� .���2!"���#) !"# '�

!�#)������- ���+�� =-8 )��*) ��� )�.+ "���# ��)+ �) +)�#� ��� .��� ��)!��'�� �# ��!- =-( "#�

=-5-

��	� ,�(� ��� $��� ����! �� ��� ������(���� !���

��� � .�)� �� ��� ��)+ �) )��*# �# B��C "�� ��� &� $/+'�6+���#1 �*� �,".& �) �� ��� �,&���/

.�#�" ��)+ �) "&&�"� �� '� ��� ��� �� ��#� �� " )�#� � ��."�#1 )�� ���- =-(- ���)� �*� ��)+ �)

)��* )��&/ �4� '��"0���- ��� �� ��#� �� �#� ��."�# )��+ � '� �")��� �� +#���)�"#� ��"# .+ ��& �

��."�#)- �� #�* �� )�.� "#" $)�) ��� ��� �#�/��."�# �,&���.�#�" ��)+ �)-

���  �*�)� ��"!� �# ���- =-( )��*) ��� "&& ��� ���!�- ��� +&&�� �*� ��"!�) )��* ��� ��)+ �)

���. �*� �,&���.�#�)- 
���� ��� "&& ��� ���!� ��!��")�) ���. 9:: &� �� "'�+� 97 &�1 ����� �) "#
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=-5-

�..���"�� !�  "&)� �#  �#��� �� "'�+� 95 #.- ���#1 ���  �#��� G+!�+"��) ��� "'�+� 5/= )�!�#�)

�+��#� *��!� ��.� ��� "0��"��  �#��� ���) #�� !�"#�� ��� .+!�- ���# ����� �) " )�!�#� 6+�!4

!�  "&)� �� "'�+� %: #.-

��� �#���" ���"  �#��� �� ��� ��."�# )��+ � '� .��� ��"# 14 + 20 = 34 #.- �� 4#�* ��"�

��� �#�/��/�#�  �#��� �� �#� ".�#� "!�� �) :-(>7 #.1 "#� ����� "�� >= ".�#� "!��) �# �#� ��."�#-

�0�# �� "  �� ���. "�� " ��#�� �# " )��"����  �#�1 ��� ���"  �#��� �) �# $ 76 × 0.375 = 28.5 #.1

)��  )������ ��"# (5 #.- �#� �� ��� &�))�' � ��")�#) ��� ���) �) �# ��� �,&���.�#�) ���$ .����

&�!4 +& #�� �#� ��."�# '+� �#� & +) &"�� �� ��� #�,� ��."�#- 
#�1 '��*��# �*� ��."�#) �����

�) "  �#4��1 *��!� " )� �") " !���"�#  �#���-

�� !�#)���� ��� 2�)� !�  "&)� �� '� �+� �� ��� !�� �� ","���# E!�� �� ","���# �) ���  �#���

!�"#�� �# $ �+� �� ������#�"���#1 ����� �) #� )�"�� !�"#��F �# ��� �� �")� �� ��� ���� ���!�- �����

.���� " )� '� )�.� !�� /�� �, ��"#)����# �+��#� ���) )���� ��.�- ��� �#���" ���"  �#��� �� ���

��."�# �) .��� ��"# 34 #.1 ��������� ��� 2�)� !�  "&)� �)  �)) ��"# 14/34 = 40% �� ��� !�#��+�
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 �#���- 
� *� !��)� ��� �I� .��� �� ��)!��'� ���) &��!��+�� *��� +#��  �#��� l = 0.375 #.1

+)�#� E=-%F *� !"# ��� "� f = 100 &�1 ��� �,��#)��# ��0���� '$ ��� !�#��+�  �#��� �) x/L = 89%1

"#� "� f = 15 &�1 x/L = 41%- ���#1 ���  �#��� !�"#�� *�+ � '� 89% − 41% = 48%- ���) �)

'����� ��"# 40%1 "#� �� ����� �) !�� /�� �, ��"#)���1 ���# ��� !�"#�� )��+ � '� �0�# '�����- 
� *�

!��)� ��� ��� .��� *��� &��)�)��#!�  �#��� 0.375/2 #.1 ��� &����!���# �) 78% − 34% = 45%1

)��  '����� ��"# ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ���) ����� !�.�) ���. ��� ��� .��� �� �I� .��� -
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=-5- ��� ��"��) "��  "'� �� ����1 '�!"+)� �� ���) #��  ��4)  �4� ��� )��&/ �4� )�#/
� � ��."�# �,&���.�#�" ��)+ �)L ��  ��4)  �4� ��� )�"��/ �4� .+ ��/��."�# �� ��#�-
�+����� .���2!"���# E'$ "!!�+#��#� ��� ��� "!�+" +'�6+���# )��+!�+��1 ") ��/
)!��'�� �# ��!)- =-> �#*"��F ."4�) ���)� )�"��) ��)"&&�"�@ )�#� � ��."�# �� ��#�
)��*) )��&/ �4� '��"0���-

���� 0�� �%��� �� ��� ����(����� �� ��� (�!� 

�� �"0� ."#$ &"�".����) �# ��� .��� @ kpf 1 kpu1 ksf 1 ksu1 As E".& �2!"���# �"!��� ���

)�!�#�"�$ )��+!�+��) �� ���. �����"�$ )��+!�+��F "#� Ap E".& �2!"���# �"!��� ��� ".�#� "!��) ��
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���. �� �!�)F- �� )��* �"!� �#�O) �3�!� �# �� ��#�1 *� 0"�$ ���. �#�/'$/�#� *�� � 4��&�#� ���

�����) !�#)�"#�-


# ���- =-9: *� )��* ��� ��)+ �) ��� ��3���#� kpf "#� ksf 1 ��� �� ��#� �"�� !�#)�"#�) ���

!�� /�� �, ��"#)��� E�"��) ��"� ".�#� "!��) !�"#�� ���. +#�� ��� )�"�� �#�� �� �, )��+!�+��-F "#�

)�!�#�"�$ )��+!�+�� �� ��#�- 
  ��� & ��) �# ��� )".� ��* E!� +.#F �"0� ��� )".� kpf Eksf F

0" +�- ���+�� =-99 �) ��� &��!�#�"�� �� ".�#� "!��) �# �� �, )��+!�+��- �� �#! +�� ���) 2�+��

'�!"+)� *� �"0� �*� )�"�� !�"#��)@ !�� /�� �, ��"#)��� "#� )�!�#�"�$ )��+!�+�� �� ��#�- ���)

2�+�� )��*) ��* .+!� �� ��� �,��#)��# !�"#�� !�.�) ���. !�� /�� �, ��"#)��� "#� ��������� *�

!"# " )� 4#�* ��* .+!� !�"#�� !�.�) ���. ��� ����� ��"#)���- ���� *� !"# )�� ��"� kpf "#� ksf

�����.�#� ���  �#��� �� ��"��) 9 "#� (1)��*# �# ��� &��0��+) )�!���#- ���  �#��� �� ��� )�"�� 9

�) ��� *"���#� ��.� '����� ��� 2�)� α �� �, )��+!�+�� "&&�"�)1 ��������� �� �) �����.�#�� '$ ���

�� ��#� �"�� �� ��� α �� �, )��+!�+�� kpf - ��.� "� $ ��� ��"�� (1 *��!� �) �����.�#�� '$ ��� β

)���� )��+!�+�� �� ��#� �"��- �� +)� ��� 2�)� ��* �# ���- =-9: ") "# �,".& � �� )��* ��� �3�!� ��

ksf - 
# ���  ��� & ��1 ��� �,��#)��# �) " *"$) "'�0� 9: #.1 *��!� .�"#) ��� &�����# #�0�� ��"!�

��� �� ��� )�"�� E5 #.F- 
# ��� .��� � & ��1 ��� &�����# �� �) "� ��.� t 	 3 )- 
# ��� ����� & ��1

��� &�����# �� �) "� ��.� t 	 2 )- 
� �) ! �"� ��"�  "���� ksf  �"�) �� �")��� �� ��#�- 
  ��� �����

��*) )��* ��� )".� ��#��#!$- ��.� "� $1  "���� kpf !"# " )� ."4� ��� �� ��#� �")���-

���+��) =-9% "#� =-9( "�� ��� ��3���#� As "#� Ap- As �) ��� ".& �2!"���# �"!��� ��� )�!�#�"�$

)��+!�+�� �� ��#�- Ap �) ��� ".& �2!"���# �"!��� ��� &��."�$ )��+!�+�� �� ��#�- ���� *� !"# )��

���$ �����.�#� ��� ) �&� �� ��"��) % "#� 5- ��� �+�"���# �� ��"�� % �) ��� ��.� �� 2#�)� α

�� �, ���."���#1 *��!� �) �����.�#�� '$ '��� kpf "#� Ap- �� Ap !"# �3�!� ��� ) �&� �� ��"�� %-

��.� "� $ ��� ��"�� 5 "#� β )���� ���."���#- �"���� 0" +�) !����)&�#� �� )���&�� ) �&�)-
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�J:-( )- 
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  ��� �����
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�# +'�6+���# �"0� �#��!"��� ��"� )��"#�) '(1 '51 "#� '7 "��  �)) !�#���."���#"  $ )�"' � E�")���
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���+�� =-9=- ��� ���"� ) �� +'�6+���# )��+!�+��- ��� ����� ��3���#� �$&�) �� )��+!/
�+��) "�� ���. ��� E������# �"�" �"#4F1 ���� E�"�"'")� �� ��!�#�"�$ ���+!/
�+�� �# ������#)F "#� ������ E" )���*"�� ��� ��� )�!�#�"�$/)��+!�+�� "))��#.�#�
���. "��.�! ��)� +���# &�����# )��+!�+��)F- 
# ��� ��  �*�#�1 *� +)� ��� )��+!�+��
���. ��� ���- ��� 20� β )��"#�) ���. ��� '���##�#� �� ��� �#� "�� #".�� ���.
'9 �� '7- 
 )� )�� ���- =-9>-

��� �*� �#�) �� &�����#) "�� ��)��#"��� ") ��� �/���.�#" "#� ��� �/���.�#" - ��� ".�#�

"!�� "� ��� �/���.�#" �� +'�6+���# �) ���91 *���� M���N �) ��� "''��0�"���# �� ��� #".� ��
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��"� ".�#� "!�� "#� M9N ��)��#"��) ��� &�)����#- 
� �) 9 )�#!� ���) �) ��� !�#0�#���#" '���##�#�

&�)����#- ��� ����� �#�1 �/���.�#" E� $>=F1 �) ���"���� ") ��� �#�- 
  ".�#� "!��) �# " &�����#

!"# '� ��&��)�#��� '$ " #".� "#� " #+.'��1 )��*�#� ��) �$&� "#� &�)����# !�+#��� ���. ���

�/���.�#" -


 &� $+'�6+���# !�"�# !"# '� !�##�!��� �# �*� *"$)- �#� *"$ �) ��� �/���.�#" �� �#�

+'�6+���# !�##�!��� �� ��� �/���.�#" �� ��� #�,� +'�6+���#- ���) �) !"  �� ��� �/�/ �#4��

&� $&�����#- ��� ����� *"$ �) ��� �/���.�#" �� �#� +'�6+���# !�##�!��� �� �$)58 �� ��� #�,�

+'�6+���#- ���) �) !"  �� �$)58/�/ �#4�� &� $&�����#-

��� ��3���#� �$&�) �� !�##�!���#)1 !�#)�"#� 0� �!��$ )����!��#� �,&���.�#�) ��0� �+� ��3���#�

��)+ �) B��C- ��� �/�/ �#4�� &� $&�����#1 ��� .�")+��� !�"#�� �� !�#��+�  �#��� �# �#� +#�� ��#�

�) ΔLc = 24 ± 5 #.- ��� +#�� ��#� ���!� �) ΔF = 203 ± 35 &� "� "# "0��"�� 0� �!��$ ��

(: #.K)E�"#�� %7/59 #.K)F- ��� ��� �$)58/�/ �#4�� &� $&�����#1 ΔLc = 7.8 ± 2.8 #.- ���

+#�� ��#� ���!� �) ΔF = 85± 20 &� "� "# "0��"�� 0� �!��$ �� (: #.K)E�"#�� %8/(9 #.K)F- �")��

�# ��� !�"#�� ��  �#���1 ��� &� $+'�6+���# +)�� �# ���#"#��DO) �,&���.�#�) )��+ � '� �/�  �#4��

B%9C-

���+�� =-9> )��*) ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) �� �#� +'�6+���# ��."�#- 
  ��� '��" )��"#�)

"�� #".�� ") '91 '%1 '(1 '5 "#� '7 ���. ��� �/���.�#" �� ��� �/���.�#" - ��� �/�/ �#4��

&� $&�����#1 )�.+ "���#) )��* ��"� ��� ."�# +#�� ��#� '"����� !�.�) ���. ��� 7 �$�����# '�#�)

'��*��# ��� �*� &"�"  � '��" )��"#�)@ '9 "#� '7- ��� ��� �$)58/�/ �#4�� &� $&�����#1 ���

'"����� !�.�) ���. ��� 7 �$�����# '�#�) '��*��# ��� �*� "#��&"�"  � '��" )��"#�)@ '( "#� '7-

�$)58 �) ��� 2�)� ".�#� "!�� �� '51 ��� )."  �)� '��" )��"#� B��C-

��*� 5��� (�!�7������� ��� ��� (�!� 


# ��� &��0��+) )�!���# *� �"0� ��� ���"� �� )��+!�+�� �� +'�6+���#- ����� "�� ����� ��3���#�

�$&�) �� )�!�#�"�$ )��+!�+��)@ α �� �,1 β/)���� "#�  ��&)- 
# ���) )�!���#1 *� ���.+ "�� " .��� 
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b5 

���+�� =-9>- ��� β )��"#�) �� +'�6+���#- 
 )� )�� ���- =-9=- '9 �) #�"� ���
�/���.�#" '���##�#�1 "#� '7 �) #�"� ��� �/���.�#" �#�- ���� �� ���. &��#�
��*"�� ��� ��"���1 ���.�#� " &"�"  � β )����-

�� ��* ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) "�� ���.�� "#� ��* ���$ �#���"!� �� ���. �����"�$ )��+!�+��-

�� *�   ��4 "� "  �� ��� ����� )��+!�+��) �#�/'$/�#�- �� "))+.� ��"� �#���"  $ E�+  $ )����!���F1

��� +'�6+���# �) �# ��� !�� / �4� )��+!�+��-

��*��� α �� ��

���# ��� )����!��#� ���!� ��!��")�)1 "  ��� ".�#� "!��) !"# !�"#�� �����  �#��� E") &��?�!���

" �#� ��� ���!� ����!���#F "!!����#� �� ��� �I� ���!�/�,��#)��# �� "���#)��& E=-%F- ��� �,".& �1

��� �#�/��/�#�  �#��� ��� �#� ".�#� "!�� �) :-(>7 #.- ���# ��� �,���#" ���!� �) 9%: &�1 ���

&��?�!���  �#��� �# ���!� ����!���# �) :-(5 #.- ���# ��� ���!� ��!��")�) �� 97 &�1 ��� &��?�!���

 �#��� '�!�.�) :-97 #.- ���)  �#��� !�"#�� �+� �� ��� �,���#" ���!� �) )&�#�"#��+)- 
� ���

)".� ��.�1 #����'���#� ".�#� "!��) !"# ���. �� �, )��+!�+��) *��� �"�� !�#)�"#� kpf - �#!� �#�

�� �, �+�# "&&�"�)1 "  ��� #����'���#� ".�#� "!��) *�  '�!�.� Ah ��.�) �")��� �� �,��#� ���)

�� �,- �+��#� ��� �� ��#� &��!��+�� ����� "�� �*� &�))�' � )��+!�+��) �# �#� �� �, �����#@ !�� / �4�

".�#� "!��) "#� �� �,/ �4� ".�#� "!��)- ���  �#��� �� ��� !�� / �4� &"�� �) !" !+ "��� "!!����#�

�� ��� �I� ���!�/�,��#)��# �� "���#)��& *��� �#�/��/�#�  �#��� :-(>7 #.- ��� �� �,/ �4� &"��
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E)+'/�� �, )��+!�+��1 ��� �� �, �+�#) �"0� "&&�"���1 '+� ��� !�.& ��� �� �, )��+!�+�� �") #��

���.�� $��F �) " )� !" !+ "��� *��� ��� )".� �� "���#)��&1 '+� *��� " ��3���#�  �#���- ��#!� ���

!�.& ���� �� �,/ �4� )��+!�+�� �) 6+��� �����1 *� )��+ � ���"�� "  ��� ".�#� "!��) �# �#� )��+!�+��

") �#� '"�- 
�)  �#��� �) n× 0.15 #.1 *���� n �) ��� #+.'�� �� ".�#� "!��) �# ��� �� �, )�"��-

��*��� β �����

������ �#� β )��"#� .���) )�.� ����� �#�1 *� !" !+ "�� ��)  �#��� ���. ��� �I� ���!�/�,��#)��#

�� "���#)��& *��� +#��  �#��� :-(>7 #.- �#!� �#� .���) "#�����1 ���$ ���. " β )����1 *���

!�.'�#��  �#��� n× 0.375 #.1 *���� n �) ��� #+.'�� �� ".�#� "!��) �# ���  "���� β )��"#�- 
#

��� ��  �*�#� *� ��)!��'� ��* �� !" !+ "�� ��� �#�/��/�#�  �#��� �� " β )����- ���)�1 *� !�#)����

" β )���� !�.&�)�� �� �*� β )��"#�)- �� +)� "# "���* �� ��&��)�#� " β )��"#� &��#��#� ���.

��� '���##�#� ".�#� "!�� �� ��� �#��#� ".�#� "!��- ���# ��� ����!���#) �� ��� 2�)� β )��"#�

"#� ���  ")� β )��"#� �"0� �*� &�))�'� ����)@ ���$ "�� &��#��#� �� ��� )".� ����!���# E&"�"  � F ��
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��� ��� &� $/+'�6+���# �,&���.�#�)1 ���$ �'�"�#�� " �"#��. )".& � �� )�#� � .� �!+ �) !�#/

�"�#�#� "#$*���� '��*��# �#� "#� #�#� ��&�"�)- 
# .�)� !")�)1 ���$ &�!4�� +& (/7 +'�6�#��#)-


# �"' � =-( "#� =-5 *�  �)� ��� ��)+ �) �"������ ���. ��� 2�+��) �# B��C- ��� )�"��) "�� )��*#

�# ���- =-9@ ��"�� 9 �) " 6+�!4 !�  "&)�1 ��"�� % �) " G"� �����#1 ��"�� ( �) " )���&�� ��!��")� "#�

��"�� 5 �) " 6+�!4 !�  "&)�- ��� )�.� 2�+��)1 )�"��) "�� .�))�#�@ ���)� "��  �)��� ���� ") Q�-
-Q-

��� )�.� �����)1 ��� )�"��) "�� #�� ��)��#�+�)�"' �@ ��� ���)� ��� �"' �) )��* ��� ���" !�"#�� ��

��� !�.'�#�� )�"��)- ��� B��CO) ���- (�1 ��� &�����# 2�)� �� �) "#� ���# +#�� �) "� ��� !�#)�"#�

���!�- ��� 0" +� )��*# �) ��� ��� �� ��#� &��!��+��- E���- % �# B��C �) ��&���+!�� ���� ") ���-

=-91 ���-( �# �# B��C �) �+� ���- =-%-F
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��� #�,� �"' � )��*) ��� ��.� ��� ��� ��3���#� )�"��)-

B��C " )� .�")+��� ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� ��� " )�#� � +'�6+���# ��."�# E���- =-%5F- ���

�*� ��)+ �) ��� )�#� � ��."�# �� ��#� )��* ��3���#� '��"0��� !�.&"��� *��� ��� &� $/+'�6+���#

�� ��#�- ��� 2�)� )�"��  ��4) )�.� "�1 '+� �# ��� )�!�#� )�"��1 ��� )�#� � +'�6+���#  �#��� ��."�#)

" .�)� !�#)�"#� �,!�&� )�.� )."  0�'�"���#)- 
#� ���# " �")� !�  "&)� �!!+�)- �")�� �# ��� ��.�

��� !�  "&)�  ")�)1 �� )��+ � !����)&�#� �� ��"�� 5 �# ��� &� $/+'�6+���# �,&���.�#�)- ���������1

��� G"� & "��"+ �# ��� )�#� � +'�6+���# �,&���.�#�) )��+ � !����)&�#� �� ��"��) % "#� ( �# ���

&� $/+'�6+���# �,&���.�#�)-

��� ���!� ���$ ! "�.�� �# ��� &"&�� �) 9:: &� ��� ���� ���!� "#� %= &� ���  �* ���!�- �+� '")��

�# ��� ���!�/��.� & �� ���$ ��0�1 ���  �* ���!� "&&�"�) �� '� "��+#� 97 &�- ���$ ! "�.�� ��"�

+#��� ����� �,&���.�#�" !�#�����#)1 ��� +#�� ��� +'�6+���# !�"�# !"# '� !�#)������ ") " &� $.��

!�� ��"� �) & "!�� �# " &��� )� 0�#�- 
# ���) !�#�����#1 ��� !�� /� �'+ � &�")� ��"#)����# B�1 ��C

)"��)2�) " *�  4#�*# �����$ �� ��)!��'� ��� �� ��#� &��!��+��-

����� 
�(������� &��� ������(���� ���� ��

�#� ��)+ � ���. B��C �) ��"� �+��#� ��� �� ��#� +#��� ��� ���� ���!� �� 9::∼9%: &�1 ���

+#�� ��#� �,��#)��# �� �#� )��& �) "'�+� %: #.- ��� " �+  $ +#�� ��� +'�6+���# !�"�# )+'?�!�

�� ���)� ���� ���!�)1 .�)� �� "  �� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+�� �� " &�����# *�  '� +#�"0� �� B�C-

���������1 ��� ���� $/?��#���/!�"�# �) " ���� "&&��,�."���#- ��� �#� ".�#� "!�� *���  �#��� :-(>7

#.1 ��� &��?�!���  �#��� �# ��� ���!� ����!���# �) "'�+� :-((5 #.- ��"� �)1 0.334/0.375 ≈ 89%1

��� )".� ") ! "�.�� �# B��C E�,��#)��# '$ 87/;:R �� ��) !�#��+�  �#���F- ��� ���"  �#��� �� >=

".�#� "!��) )��+ � '� 0.334×76 = 25.4 #.- 
 �� ��� +'�6+���# .�")+��) (-8 #. ��) ���.�#� B��CF-

���# +#�� ��#� �#� +'�6+���# ��."�# ."4�) ���  �#��� !�"#�� 25.4 − 3.8 = 21.6 #.1 ! �)� ��

��� �,&���.�#�" ��)+ �)-
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��* *�  ��4 "� ��� �� ��#� &��!��+��- �� '���# *��� ��� )�#� � +'�6+���# ��."�# �� ��#�

�,&���.�#�)1 ") )��*# �# ���- =-%5-

���+�� =-%5- ��#� � ��."�# ��)+ �) ���. B��C-


# ��"�� 91 ��� !�  "&)� �� �,&���.�#�" ��)+ �) "�� "'�+� 9%∼95 #.- 
# ��� )�.+ "���#1 )��*#

�# ���- =-%71 "  �* ���!� �� 97 &� �) +)��1 '")�� �# ��� !����)&�#��#� ���!�/��.� & �� )��*# ") ���

 �*�� & �� �# ���- =-%5- 
� *� )��  +)� ��� �I� .��� �� !" !+ "�� ���)  �#���1 ���  �#��� �� �#�

".�#� "!�� '�!�.�) :-97% #.- ���# ��� ���"  �#��� )��+ � '� 0.152×75 = 11.6#.- ��� !�"#��

��  �#��� �) 25.4− 11.6 = 13.8 #.1 *��!� "����) 6+��� *�  *��� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ���+��

=-%7 �) ��� )�.+ "���# ��)+ �- 
# ��� )�.+ "���#1 "���� ��� ���!� ��!��")�)1 ����� �) " !�  "&)�
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Np=76 dt=0.01s lu=0.375nm lf=0.15nm  Ah=100  As=100
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���+�� =-%7- ��.+ "���# ��)+ �- 
� �J9)1 ���!� ���&) ���. 9:: &� �� 97 &�-

)�.� "� ") �,&���.�#�" ��)+ �)- 
# ��� �,&���.�#�" ��)+ �)1 ��"�� 9 �) ��  �*�� '$ "# " .�)� G"�
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�����# *��� )�.� )."  G+!�+"���#)E��"��) % "#� (F- ��� G+!�+"���#) '�!�.�  "���� ��*"�� ���

�#� �� ��� & "��"+- 
# ��� )�.+ "���# ����� "�� " )� )�.� )."  *��� �) "��+#� �J9-7 )- ���)�

!�.� ���. ��� �� �, )��+!�+�� �� ��#�- ��� �# $  �#��� �#!��")� "� �J9-= ) " )� !�.�) ���. ���

�� �, ���.�#� &��!��+��1 ") �,& "�#�� �# ��!- =->-9- �� �, ���."���# !"# '� ��� �,& "#"���# ���

���  "��� G+!�+"���#) )��*# �# ��� �,&���.�#�- ��� �,&���.�#�" G+!�+"���#) )��. '����� ��"#

)�.+ "���#1 '+� ���) �) ��")�#"' � )�#!� �,&���.�#�" ����� !"# �# "��� ��� 0�'�"���#)- ��� ��.�

&����� �� ��� G"� & "��"+ �# �,&���.�#�) �) "��+#� 7 )1 *��!� �)  �#��� ��"# �# ��� )�.+ "���#-

���) ��3���#!� !"# '� �0��!".� '$ " !�"#�� �# ��� &"�".����) kpf 1 kpu "#� Ah-

����� "�� ����� �")� !�  "&)�)- �#� �..���"�� $ "���� ��� ���!� ��!��")� "� �J9 )1 "#� ���

 ")� �*� "�� " .�)� "� ��� )".� ��.�1 �J%-8 )- ���  ")� !�  "&)� �) �+� �� �����"�$ �� ��#� "#� ���

2�)� �*� !�.� ���. ��� ���.�#� �� �*� '��" )����)- ���  ")� ����� !�  "&)�) E�*� 2#" !�  "&)�)1

& +) �#� "� t = 1 )F �# )�.+ "���# )��+ � '�!�.� �#� '�� !�  "&)�1 �� *� *"#� �� ��� ��� )".�

��)+ �) ") �,&���.�#�)- ���) �.& ��) ��"� �#!� �*� β )��"#�) .��� "#� ���. " β )����1 "  ���

����� β )��"#�) *�  ?��# ���) β )���� 6+�!4 $1 "#� ��� �����"�$ �� ��#� *�  �"&&�# )&�#�"#��+) $-

�� !"# )�.+ "�� ���) '$ ."4�#� )�.� !�"#��) �� ��� )�.+ "���# &��!��+��- ��� �,".& �1 �#!�

�*� β )��"#�) .��� "#� ���. " β )����1 "  ��� �� ��#� �"��) ��� β )��"#�) �� ��#� "#� �����"�$

�� � *�  '�!�.� Ah ��.�)  "����-

��� �#��#�  �#��� �� (->7 #.1 "����) *�  *��� ��� .�")+��� �� ���  �#���-


# ��� �,&���.�#�" ��)+ �)1 ���  ")� !�  "&)� �) "'�+� 9=∼98 #.- �+� �# ��� )�.+ "���#

��)+ �)1 ���) !�  "&)� �) "&&��,�."�� $ 11.8 − 3.8 = 8 #.- ��� �,&���.�#�" ��)+ �) )��. *��#�-


# +#�� ��#� &��!��+��1 ��� !�"#�� �#  �#��� �) "'�+� %: #. &�� +'�6+���#1 *�� � �# �� ��#� ��

'�!�.�) "��+#� (: #.- ���) )��.) +#��")�#"' �- ��� " !�"�# *��� >= ".�#� "!��)1 ���  �#��)�

�#�/��/�#�  �#��� �) "'�+� 76×0.375 = 28 #.- �0�# �� !�"#��� ���. " )��"����  �#� �#�� " &��#�1

��� ���"  �#��� !�"#�� �) �# $ %8 #.-
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�")�� �# ��� ��)!+))��# �# ��� &��0��+) )�!���#)1 ��� .��� �) .���2�� ") ��  �*)- �� �,

)��+!�+�� �) ��� 2�)� )�!�#�"�$ )��+!�+�� �� ���.- ���) �) '�!"+)� �# ��� G"� & "��"+ E��"��) %

"#� (F �� )�#� � +'�6+���# �� ��#�1 �# $ G+!�+"���#) "�� �')��0��1 *��!� �) ��� !�"�"!��� �� �� �,

�� ��#�- 
� '��" )���� ���.�#� �� �����"�$ )��+!�+�� �� ��#� �) "  �*��1 �#� �� )�0��" !�  "&)�)

)��+ � '� �')��0��- �� ."4� ��� ��.� �� ��� G"� & "��"+ )�.� "� �� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)1

0" +�) ��� kpf "#� Ah "�� !�"#���- ��� +#�� ��#� �"�� kfu �) )�  #�� �#����+!�� ����-


���� ��� )�#� � α �� �, �) 9::R 2#�)���1 ��� '��" )����) "�� "  �*�� �� ���.- �#!� "#$

�*� '��" )��"#�) .��� �������� "#� ���. " '��" )���� )��+!�+��1 ��� �� ��#� �"�� !�#)�"#� kbf

*�  '�!�.� AbJ9::: ��.�)  "���� ��"# ��� �����#" 0" +�- ��!"+)� ��� 2#" !�  "&)� �# ���

�,&���.�#�" ��)+ �) �# $ �#! +��) �#� )��&1 �#!� �#� !�  "&)� �"&&�#)1 "  ��� ��  �*�#� �#�)

)��+ � �"&&�# �# " )���� ��.�-


���� ��� '��" )����) "�� �+  $ ���.��1 ��� �����"�$ )��+!�+�� �� ��#� �) "  �*��- ��� �"��

!�#)�"#�) ��� �����"�$ �� ��#� "�� )�� ��  "��� 0" +�) �� ."4� ��� !�  "&)� �"&&�# �# " )���� ��.�-

���+�� =-%= �) ��� )�.+ "���# ��)+ �- ��.&"��� *��� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)1 ��� G+!�+"���#)

)��  )��. ��� )."  -
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����� 4��!�( ��(��� !����(������� �� ��� ���/����!  ��#�� �� � ���� $ �������#

��� �� ������� �����


# ��� .��� *� ���"�� ���  ��& �����# ") " ���� $/?��#���/!�"�#1 *��!� �) !�.&�)�� �� ."#$

����� '"�)E".�#� "!��)F *���  �#��� :-(>7 #.- �"!� '"� !"# ���"�� �#��&�#��#� $- 	#��� "

��0�# �,���#" ���!�1 *� !"# !" !+ "�� ��� "0��"��  �#��� &��?�!��� �# ��� ���!� ����!���#- 
# ���

�� �, �����# "#� β )���� �����#1 *� )��  "&& $ ��� �I� .��� �� !" !+ "�� ��� &��?�!���  �#���

�# ��� ���!� ����!���#1 '+� ���  �#��� �� �#� '"� .���� '� ��3���#�- �� �"� *� �# $ +)�� ���

"0��"���  �#���- ��#!� ��� )$)��. �) �# " ����." �#0���#.�#�1 ���  �#��� �� "  ��� '"�) )��+ �

'� !�"#��#� "  ��� ��.�- ���������1 �� �) #�!�))"�$ �� �"#��.�D� ���  �#��� �� ��� '"�) "� "#$

��.�- ���) *�  �#����+!� ��� 0"��"#!� ��"� *� ����* �+� '$ +)�#� ��� "0��"��  �#���-

������� '����������� ��������

��� θ '� ��� "#� � '��*��# �#� '"�O) ����!���# "#� ��� ���!� ����!���#- �� #��� �� �����.�#�

��� ��)���'+���# �+#!���# P (θ)- ��!"+)� �� ����." G+!�+"���#1 "  ��� '"�) !"# ?+.& ���. �#�

����!���# �#�� "#$ ����� ����!���#- 
� ����� �) #� �,���#" ���!�1 "  ��� ����!���#) "�� �6+"  $

��)���'+���- ��� &��'"'� ��$ �� �')��0�#� �#� '"� �# ��� ����!���# '��*��# θ "#� θ + Δθ �)

&��&�����#" �� ��� "��" �� ��� �����# �# ��� +#�� )&����@ P (θ) · Δθ ∝ 2π sin θ · Δθ-
	#��� ��� �3�!� �� "# �,���#" ���!�1 "  ��� '"�) ��#� �� " ��# �# ��� ���!� ����!���#- ���

*������#� �"!��� �+� �� ��� �,���#" ���!� �) eF lcosθ/kBT - ��* ��� &��'"'� ��$ �� �')��0�#� �#�

'"� �# ��� �����# θ ∼ θ + Δθ '�!�.�)@ P (θ) · Δθ ∝ 2π sin θeF l cos θ/kBT · Δθ1 *���� F �) ���

�,���#" ���!�1 l �) ���  �#��� �� �#� '"�1 kB �) ��� �� �D."## !�#)�"#� "#� T �) ��.&��"�+��-

�� )��  #��� ��� �#����"���# �� P (θ) �� '� �6+" �� +#��$1
∫ π
0 P (θ) = 1- �� !"# #�* ��� ���

��)���'+���# �+#!���#1



9:9

E=-(F P (θ) =
Fl

kBT
· sin θeF l cos θ/kBT

eF l/kBT − e−F l/kBT

������� 9���# � ���!�( ��(��� �� !����(��� θ

���� ��"� ��� �"#��. #+.'�� &���+!�� '$ �"� "' �) "# �6+"  $ ��)���'+��� �"#��. #+.'�� �#

��� �����# [0, 1]- ��* �� *� +)� ���) �6+"  $ ��)���'+��� #+.'�� R �� ��#��"�� ��� +#�6+"  $

��)���'+��� #+.'�� θA �� +)� ���- =-%> �� �,& "�# ��� .�����-
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���+�� =-%>- 	)�#� ��� �6+"  $ ��)���'+��� #+.'�� R �� ��#��"�� ��� +#�6+"  $
��)���'+��� #+.'�� θ-

�� �"0� " ��)���'+���# P (θ) �# ��� �����# [0, π]1 ") )��*# �# ��� +&&�� & ��- �� ��0��� [0, π]

�#�� ."#$ )."  �����#)@ [0, θ1]1 [θ1, θ2]1 [θ2, θ3] · · · - �")�� �# ��� ��)���'+���# �+#!���#1 *� !"#

!" !+ "�� ��� &��'"'� ����) ��"� ��� )$)��. �) �# �"!� �����#@P (0 ∼ θ2)1 P (θ1 ∼ θ2)1 P (θ2 ∼ θ3)

· · · - ���# *� !�##�!� "  ��� �����#) ") �# ���  �*�� & ��1 ���  �#��� �� �"!� �����# '��#� �6+" ��

��� &��'"'� ��$ �� ��"� �����#- ��� ���"  �#��� �� "  ��� �����#) �) �6+" �� 9- ���# *� ��#��"��

" �"#��. #+.'�� R �# ��� �����# �� B:19C "#� )�� *��!� �����# ��� �"#��. #+.'�� R �"  ) �#��-

��� !����)&�#��#� θ *�  '� ��� "#� � *� ��&� �� 2#�- ��� �,".& �1 �# ��� & �� R �"  ) �#�� ���

����� �����#1 )� *� !���)� θ3 ") ��� "#� � *� *"#�-
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�"���."��!"  $1 �� *� ��#��"�� " �"#��. #+.'�� R1 ���# ��� !����)&�#��#� "#� � θR )��+ �

)"��)�$ ��� ��)���'+���# �+#!���#1

R =
∫ θR

0
P (θ)dθ

=

∫ θR

0 sin θeF l cos θ/kBTdθ

eF l/kBT − e−F l/kBT

=
eF l/kBT − e−F l cos θR/kBT

eF l/kBT − e−F l/kBT
E=-5F

����

E=-7F cos(θR) =
kBT

F l
log
[
eF l/kBT −R · (eF l/kBT − e−F l/kBT )

]
�#!� *� 4#�* ��� 0" +� �� cos θ1 *� !"# !" !+ "�� ���  �#��� &��?�!��� �# ��� ���!� ����!���#

") l · cos θ- ��� " )$)��. !�.&�)�� �� N +#��)1 *� ?+)� ��&�"� ���) &��!��+�� N ��.�) "#� )+.

"  ���  �#���) �� ��� ��� ���"  �#���-

�����
� +�(����� ��(� �����

���+�� =-%8 �) " !�.&"��)�# �� ��� "#" $��!" �,&��))��# "#� ��� #+.���!" )�.+ "���# ��)+ �- ���

)� ��  �#� �) ��� P (θ) · dθ1 ��� '"�) "�� ��� &��!�#�"�� �� �0�#�) �# �0��$ Δθ �����#- ���� Δθ

�� �"!� )."  �����# �) π/301 ���!� �) 97 &�1 "#�  �#��� �) :-(>7 #.- ��� #+.���!" )�.+ "���#

��&�"�) 100, 000 ��.�)- ��� #+.���!" ��)+ �) 2� *�  �� ��� "#" $��!" �,&��))��#-
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H#�*�#� ��� ��)���'+���# �+#!���#1 *� !"# " )� !" !+ "�� '��� ��� "0��"��  �#��� "#� ��� 0"��"#!�

�� �#� '"�- ��� ��� "0��"��  �#���1

〈l〉 =
∫ π

0
l · cos θ · P (θ)dθ

=
Fl

kBT

∫ π
0 l · cos θ · sin θeF l cos θ/kBTdθ

eF l/kBT − e−F l/kBT

= b · l
∫ π

0
cos θ · sin θ · ea cos θ dθ

= l

(
1

tanh a
− 1
a

)
E=-=F
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����� a = F l
kBT 1 b = a/(eF l/kBT − e−F l/kBT )- ��� 0"��"#!� �)

V = 〈(l − 〈l〉)2〉

= 〈l2〉 − 〈l〉2

=
Fl

kBT

∫ π
0 l2 · cos2 θ · sin θeF l cos θ/kBTdθ

eF l/kBT − e−F l/kBT

= b · l2
∫ π

0
cos2 θ · sinθ · ea cos θ dθ

=
l2

a2
(a2 + 1 − a2 1

tanh2 a
)

��� l = 0.375 #.1 T = 300 H1 "#� f = 15 &�1 ��� !" !+ "��� 0"��"#!� �) :-:((= #.2-

��� #+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) �) :-:((; #.2- ��� #+.���!" ��)+ � �) '")�� �# " �"�" )��
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��� &"�".����) kpf 1 kbf 1 ksf 1 Ah1 Ab "#� As "3�!� ��� �� ��#� ��.�- �"���� 0" +�) !"# ."4� ���

�� ��#� &��!��+�� �")���- ���+��) =-(9/=-(= )��* ��� �3�!�) �� ���)� &"�".����)- ���� ��"� �0�#

��� ��� �,"!� )".� &"�".����)1 ��� �� ��#� ��.�) "�� #�� ��� )".� �� *� ��&�"� ��� )�.+ "���#)

)�0��" ��.�)- ���������1 ��� �� ��#� ��.� )��*# �# ��� & ��) "�� ?+)� ��� 0" +� ���. ��"�

&"���!+ "� ��" �D"���#- �� +)� ���. �� )��* ��� ���#�) �# 0"�$�#� ��� &"�".����)-

��� �� ��#� &��!�)) �"0� )�0��" )��&)- ��� ���" �� ��#� ��.� �) ."�# $ �����.�#�� '$ ���

) �*�)� )��&- ��� ��� &"�".����) +)��1 ��� ) �*�)� )��& �) α �� �!�) ���."���# *��� ��� ) �*�)�

�"�� 0.03/ )- 
#!��")�#� ���) �"�� !"# ��!��")� ��� ���" �� ��#� ��.�) ��"."��!"  $1 ") )��*# �#

���- =-(9-

��� �� ��#� ��.� �) #�� )�#)���0� �� Ah "#� As1 '�!"+)� �# ��� )�.+ "���# ���)� �*� &"�".����)

"�� �� "��� �� ��� �")� )��&)- 
!!� ��"��#� ��� )��&) ��"� "�� " ��"�$ �")� !"# #�� .+!� ��!��")�

��� ��.� ��� ��� *�� � �� ��#� &��!�))-
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# ��� �,&���.�#�1

���) )�"��  ")� %-7/8 )1 �# ��� )�.+ "���# ��  ")�) "'�+� 5 )- ��� ���" ��!��")� ".�+#�) ��

%: #.1 *�� � �# ��� )�.+ "���#1 ����� �) : #. ��!��")�- ����� �) ���# " ��!��")�  �4� ��"��

( �# *��!� ��� �"�� �� ��!��")� �) "'�+� 9: #.K)�! !�.&"��� *��� " �"�� �� 5( #.K)�! �# ���

�,&���.�#�" ��)+ �)- EM��"�� % "#� ( !"# 0"�$ ���"� $ �# ����� �"��) �� !�  "&)� "#� !"##�� " *"$)

'� ��)��#�+�)���-N B��CF ���) )�"��  ")�) 9-7 ) �# ��� )�.+ "���# "#� :-7/9 ) �# ��� �,&���.�#�" 

��)+ �)- ��#"  $1 ��� )�.+ "���# )��*) ��"�� 51 "# "'�+&� ��!��")� �#  �#��� �� %:/(: #. !�.&"���

*��� 9= #. �# ��� )�.+ "���#-


# ��� )�.+ "���# ����� �) #�  �#��� !�"#�� �# ��"�� %- ���) �) '�!"+)� �# ���) )�"��1 ���

 �#��� !�"#�� �# $ !�.�) ���. α �� �, ���."���#1 *��!� ��0�) " .�)� D��� !�"#�� �# �,��#)��#

 �#���- β )���� ���."���# �) ���"���� ") " �#�/)��& &��!��+��1 "#� �..���"�� $ ��  �*�� '$ ���



99:

�����"�$ ���."���#- ���)� �*� ���."���#) "�� �# ��� !�  "&)� �����#- ����� �) #� ) �*  �#���

!�"#�� �# ��� .��� - ��� ���"� �� &��!��+�� �� β )����) ���."���# .���� �� & �� �.&��0� ���)-

0 2 4 6 8 10 12
0

20

40

60

80

100

120

140

time(s) 

ex
te

ns
io

n(
nm

) 

���+�� =-(>- ��.+ "���# ��)+ �) ��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+��- kpfJ:-:(K)1
kbf J:-91 kpuJ:K)1 kbuJ: K)1 ksuJ: K)1 AhJ7:1AbJ9:::1 AsJ9::-

���- =-59 )��*) "������#" ���"� ) �� ��� �� ��#� &��!��+�� ��� ���- =-(8- ��� ��& & ��

��&���+!�) ��� �� ��#� !+�0� ��� ��� 20� ��."�#)- ��� )�!�#� �� ��� )�,�� & �� )��* ��� �� ��#�

&��!��+�� ��� ��� �#��0��+" ��."�#)1 ���. �#� �� 20� ��)&�!��0� $- ��� ) �&� �� )�"�� % !�.�)

���. ��."�#) ����� "#� ��+�- ��."�# ����� �� �) "� " ��.� �� "&&��,�."�� $ = )1 "#� ��."�#

��+� �� �) "&&��,�."�� $ 7 )1 " )� )�� ���- =-5%- �� 2#� ��"� "�?"!�#� )��&) & +) ��� #��)�

�#�+!�� '$ )."  /)!" � G+!�+"���#) �"4�) �# ��� "&&�"�"#!� �� ��"�� (- ��� )+. �� ���. $�� �

��� ��!��")� �#  �#��� �')��0�� �+��#� ��� ��.� ���. 7 ) �� = ) �# ���- =-(8- ��."�# �#� "#�

20� �� � "� " .�)� ��� )".� ��.�1 "� "&&��,�."�� $ =-7 )- ��� #�"� $ )�.+ �"#��+) !�  "&)� ��

���)� �*� ��."�#) '��#�) "'�+� ��� !�  "&)�-



999

0 2 4 6 8 10 12
0

20

40

60

80

100

120

140

time(s) 

ex
te

ns
io

n(
nm

) 

���+�� =-(8- ��.+ "���# ��)+ �) ��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+��- ���) �#�
 ��4)  �4� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) �� B��C- kpf J:-:(K)1 kbf J:-91 kpuJ:K)1 kbuJ:
K)1 ksuJ: K)1 AhJ7:1AbJ9:::1 AsJ9::- ���) �) ��� �# $ �#� ��"� �"&&�#) ��
"���� *��� �,&���.�#�" ��)+ �) ".�#� �0�� %: )�.+ "���#)- 
# ��!- =-98 *� )��*
��"� �#!� *� �#����+!� �#���"!���#) '��*��# ��."�#)1 ���) &"��*"$ *�  '�!�.�
�$&�!" -

���+�� =-(;- �,&���.�#�" ��)+ �) ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� &��!��+��- ���. B��C-



99%

���+�� =-5:- �,&���.�#�" ��)+ �) ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� &��!��+��- ���. B��C-

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

100

200

time(s) 

ex
te

ns
io

n(
nm

) 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

20

40

time(s) 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

20

40

time(s) 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

20

40

time(s) 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

20

40

time(s) 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

20

40

time(s) 

���+�� =-59- ���"� ) �� ��� �� ��#� &��!��+�� ��� ���- =-(8- ��� ��& & �� �) ���
�� ��#� !+�0� ��� ��� 20� ��."�#)- ��� ����� 20� & ��) )��* ��� �� ��#� &��!��+��
��� �"!� �� ��� 20� ��."�#) �#��0��+"  $1 ���. 9 E%#� & ��F �� 7 E=�� & ��F-

���#"#��D "#� �� ��&�"��� ����� .+ ��/��."�# �� ��#� �,&���.�#�) �0�� �����$ ��.�)- ���$

��&��� ��"� M.�)� �� ��� �� ��#� ��"?�!�����) "�� 6+" ��"��0� $ )�.� "�1 ��  �*�#� " !�#��#+�+)



99(

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

time(s)

a
v
e
ra

g
e
 e

x
te

n
s
io

n
(n

m
)

0 2 4 6 8 10 12

0

50

100

time(s)

e
x
te

n
s
io

n
 v

ib
ra

ti
o
n
(n

m
)

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

time(s)

a
v
e
ra

g
e
+

v
ib

ra
ti
o
n
(n

m
)

���+�� =-5%- ���)� ����� & ��) )��* ��* ��� )�.+ "���# ��)+ �) �# " �� ��#� &��/
!�)) *��!� )��*) "# ���#��2"' � ��"�� ( "#� ��"�� 5- ��� ��& & �� �) ��� "0��"��
�,��#)��#1 )��*�#� )��&/ �4� '��"0���@ ����� �) �#� )."  !�  "&)� "� �≈7 )1 "#/
����� )."  !�  "&)� "� �≈7-8 )1 "#� �#�  "��� !�  "&)� "� �≈=-7 )- ��� .��� �
& �� )��*) ��� ����."  $/�#�+!�� 0"��"���# �#  �#���- ��� '����. & �� �) ��� )+.
�� ��� 2�)� �*� & ��)- ���# ��� #��)� �) )+&���.&�)�� �# ��� )��&/ �4� ��!��")�)1
��� �,��#)��# �) ).������1 ") �# ��"�� (- ��� 2#" !�  "&)� �) )� "'�+&� ��"�
����� �)  ��� � ��.� ��� ��� G+!�+"���#) �� �� .+!� ).�����#� 1 "#� ��� ��!��")�
��."�#) 6+��� )�"�&-



995

!�#0�, ��.� !�+�)� ."�4�� '$ "'�+&� !�"#��) �# ) �&�N B��C- �+� ���) �,&���.�#�" / �4� ��)+ �

"&&�"��� �# $ �#!� �+� �� %: ��.�) �# .$ )�.+ "���#)- ��* !"# *� ��� ��� �,&���.�#�" /

 �4� ��)+ �) .��� ���6+�#� $A ���� ��"� ��� �#� )�#� � ��."�#1 ��� �� ��#� �) " *"$) )��&/ �4�-


#!��")�#� ��� #+.'�� �� ��."�#) �#����+!�) " !�#��#+�+) ��!��")�- ��"� *�  �"&&�# �� *�

�+����� �#!��")� ��� #+.'�� �� ��."�#)A ���- =-5( )��*) ��� )�.+ "���# ��)+ � ��� �*�#�$

��."�#)- ����� �) " !�#��#+�+) ��!��")�1 '+� ��� 2#" !�  "&)� ��)"&&�"�)- ���) �) '�!"+)� ���

�*�#�$ ��."�#) "�� �#��&�#��#�1 ���$ !"# �� � "� "#$ ��.� E)��  �# ��� ��.� )!" � �� )�0��" 

)�!�#�)F- 
#!��")�#� ��� #+.'�� �� ��."�#) ."4�) ���. �� ��#� "� ��3���#� ��.�1 ��������� ���

�� ��#� !+�0�  ��4) !�#��#+�+)- �+� �� '�!�.�)  �))  �4� $ ��"� ."#$ �� ���. �� � "� ��� )".�

��.�1 )� ��� 2#" !�  "&)� ��)"&&�"�)- ��� �,".& �1 �� ����� "�� ��+� ��."�#)1 �*� ��."�#) �� ��#�

"� ��� )".� ��.� �) �#�+�� �� "&&�"� ") " !�  "&)�/ �4� �� ��#�- 
� ����� "�� �*�#�$ ��."�#)1 �*�

��."�#) �� ��#� "� ��� )".� ��.� !"# #�� '� ���"�� ") " !�  "&)� "#$ .���- �� �')��0� ��� )".�

)�D� �� !�  "&)� E�� "��0� �� ��� ���"  �#��� !�"#�� �� "  ��� ��."�#)F1 #�* ��# ��."�#) #��� ��

�� � "� ��� )".� ��.�1 *��!� �) .+!�  �))  �4� $-

��"� 4�#� �� !�"#�� !"# ."4� )�.+ "���# ��)+ �) .���  �4� $ �� ��&���+!� ��� �,&���.�#�" 

��)+ �)A 
� *�  ��4 "� ���- =-5% "�"�#1 *� !"# !�.&"�� ��� �� ��#� �� ��� ��."�#) *��� ��� ��+�

)�"��) )��*# �# ���- =-(;- ��"�� 9 �# $ !�.�) ���. !�� �� ","���#- ��"�� % �) ��� *"���#� ��.�

��� "#$ ��."�# �� 2#�)� ��� �� ��#� &��!��+��- �#� ��."�# �� ��� "� ��.� 7 )1 "���� *"���#�

��� "'�+� 5 )- ���# ��� #�,� �� ��#� 2#�)��� "���� :-8 )- ���# "���� :-> )1 �*� �� ��#� 2#�)���

"� ��� )".� ��.�1 *��!� '��#�) ��� 2#" !�  "&)�- ���) �.& ��) *�"� 4�#� �� �� ��#� &��!��+��

!"# &���+!� ��� �,&���.�#�" / �4� '��"0���- �"���#� ��.� ��� ��� 2�)� �� ��#� �� 2#�)�1 �"0� +)

��"�� %- �#!� �#� ��."�# 2#�)��� �� ��#�1 ��� #�,� ��* �#�) )��+ � �"&&�# �# " )���� ��.�1 ��

��0� ��� )���& ) �&�- ���#1 ��� ��."�#) ��."�#�#� )��+ � �� � "� " .�)� ��� )".� ��.�1 �� ��0�

��� 2#" !�  "&)�- ���) *�� � &��!��+�� �)  �4� " "0" "#!��U



997

��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+�� �) #�� ��� )+. �� 20� �#��&�#��#� )�#� � ��."�#)1 �����

"�� !��&��"���#) '��*��# ��� ��."�#)- ���) )��.) �� ��0� ��� !"+)� �� ��� .+ ��/��."�# �� ��#�

'��"0��� "#� *�$ �� �) ��3���#� ���. ��� )��&/ �4� )�#� � ��."�# �� ��#� &��!��+��-

0 10 20 30 40 50 60
50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

Np=76 dt=0.01s lu=0.375nm lf=0.15nm  Ah=50  As=100  kbf=0.1/s
  khf=0.03/s  khu=0/s  ksf=100/s  k13=100/s  k35=100/s  k15=100/s domains=20

time(s) 

ex
te

ns
io

n(
nm

) 

���+�� =-5(- �$&�!" )�.+ "���# �� ��#� &��!��+�� *��� �*�#�$ ��."�#)- �� !"#
)�� ��"� "���� ��� !�  "&)� �+� �� !�� �� ","���#1 ����� �) �#� !�#��#+�+) ��!��")�-
��� 2#" !�  "&)� �") ��)"&&�"���-

���*� �����!����# ������������ ���&��� !�(����


# ���#"#��D "#� ��O) �,&���.�#�" ��)+ �)1 ��"��) %/5 )��* " ��#��#!$ �� �� ��#� �")��� "#�

�")���@ ��"�� % �) " ) �* ��!��")�1 ��"�� ( �) " )���&�� ) �&�1 "#� ��"�� 5 �) " !�  "&)�- ���)

�.& ��) ��� �,�)��#!� �� !��&��"���#@ �#!� )�.� ��."�#) 2#�)� �� ��#�1 ��� ��)� �� ��� ��."�#)

*�  �� � *��� " ������ �"��- �� )�.+ "�� ���) �3�!�1 *� �#����+!� " &"�".���� At@ ��� �0��$

!�.& ��� $ �� ��� ��."�#1 "  �� ��� +#2#�)��� �� ��#� &��!��+��) *�  )&��� +& At ��.�)- ���

�3�!� �� At �)1 �#!� "#$ ��."�# 2#�)��) ��) �� ��#�1 "  ��� �� ��#� �"��) �� ��� ����� ��."�#) *�  

'�!�.� At ��.�) �")���-



99=

���)- =-55/=-5; )��* ��� )�.+ "���# ��)+ �)- ��� &"�".����) +)�� "��@ kpfJ:-:(K)1 kbf J:-91

kpuJ:K)1 kbuJ: K)1 ksuJ: K)1 AhJ7:1AsJ9:::1 "#� AsJ9::- ��� #+.'�� �� ��."�#) "#� At

"�� ��0�# �# ��� !"&���#)-

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

���+�� =-55- ����� "�� 7 ��."�#)- At = 1.2-



99>

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

���+�� =-57- ����� "�� 7 ��."�#)- At = 1.5-

�� 2�)�  ��4 "� ��� �� ��#� !+�0�) �� 7 ��."�#)- ���# At = 1.21 ��� �3�!�) �� ��� �#���"!���#)

"�� #�� ! �"�1 ��� ��."�#) )��  "&&�"� ") �� ���$ "�� �� ��#� �#��&�#��#� $- ���# At = 1.51 *�

!"# )�� ��� ��#��#!$ �� "!!� ��"�� �� ��#�1 '+� ����� �) )��  #� ! �"� 2#" !�  "&)�- ���# At = 21

��� 2#" !�  "&)� "&&�"�) .��� ���6+�#� $- ���# At = 31 ��� 2#" !�  "&)� " *"$) )��*) +&-



998

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

���+�� =-5=- ����� "�� 7 ��."�#)- At = 2-

��* *�  ��4 "� ��� �� ��#� !+�0�) �� ; ��."�#)- ���# At = 1.21 ��� ��#��#!$ ��� "!!� ��"���

�� ��#� �) " ��"�$ "&&"��#�- ���# At = 1.51 ��� 2#" !�  "&)� �) ! �"�- ��� �#���"!���# �"!��� At

)��.) �"0� .��� �3�!� �# ;/��."�# �� ��#� &��!��+�� ��"# 7/��."�# �� ��#� &��!��+��- ���) �)

'�!"+)� ��� ��� 7/��."�# �� ��#� &��!��+��1 ���  ")� ��."�# �� �) *��� " �"�� A4
t ��.�) ������-

��� ��� ;/��."�# �� ��#� &��!��+��1 ���  ")� ��."�# �� �) *��� " �"�� A8
t ��.�) ������- 
 0" +�



99;

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

���+�� =-5>- ����� "�� ; ��."�#)- At = 1.2-

�� At �# $ ) ���� $ ���"��� ��"# +#��$ *�  .��� ���"� $ "!!� ��"�� �� ��#� *��# "!��#� �# "  "���

#+.'�� �� ��."�#)-

��� )�.+ "���#) �# ���) )�!���# )��* ��"� ��� �#����+!���# �� "# �#���"!���# �"!��� At !"#

�.&��0� ��� )�.+ "���# ��)+ �) '$ ."4�#� ��"��) ( "#� 5 "&&�"� .��� ���6+�#� $1 ") �# ���

�,&���.�#�" ��)+ �)- �+� *� )��  �� #�� 4#�* ��� �$#".�!) �� ��� �#���"!���#)- ��$ .���� �����



9%:

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

���+�� =-58- ����� "�� ; ��."�#)- At = 1.5-

'� �#���"!���#) '��*��# ��."�#)A ��* �� ���$ �3�!� ��� �� ��#� &��!��+��A 
# ��� )�.+ "���#1


 "))+.� ��� �#���"!���# "&&�"�) *��# )�.� ��."�#) !�.& ��� $ �� �@ 
) ���) #�!�))"�$A ���)

��� 0" +� �� At ��&�#� �# ��� #+.'�� �� ���" ��."�#)A �� ���) �� ��&�#� �# ��� #+.'�� ��

�� ��� ��."�#)A �� ���) �� ��&�#�) �# ��� &��!�#�"�� �� �� ��� ��."�#)A ����� "�� )��  ."#$

&+DD �) �# ���) �#���"!���#-



9%9

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

0 2 4 6 8 10 12
0

50

100

150

time(s) 

e
x
te

n
s
io

n
(n

m
) 

���+�� =-5;- ����� "�� ; ��."�#)- At = 2-

���3� '��������� ����� ��� �� !��# ������

���� *� *"#� �� )�� ��* ��� �� ��#� �"�� )��+ � !�"#�� *��# ����� �) "# �,���#" ���!�-


# ���#"#��D "#� ��O) &"&��1 ��� �� ��#� ��.� Δt �) 2� ") " �+#!���# �� ���!� +)�#� Δt ≈
0.01 ∗ exp(F × 0.8/kBT ) *��� Δx = 0.8 #.- �� *"#� ��  ��4 "� ���)  �#��� )!" � ��� ��3���#�
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���!�)- ��� �� ��#� �"�� ��� +'�6+���# *����+� "#$ ���!� �) "'�+� 365/s B��C1 *��!� .�"#) ���

�� ��#� ��.� �) "'�+� :-::()- ��� ���#"#��D "#� ��O) ��)+ �)1 ��� ��&����� �� ��#� ��.� �# ���

�"#�� 9:/%: &� �) "'�+� :-% )- 	)�#� ��� "0��"�� �� 97 &�1 *� )�� ��"� ��� �"�� �) ) �*�� ��*#

"'�+� >: ��.�) +#��� 97&�- ���) !"# '� 2� �� ��� �,&��))��# "'�0� '$ +)�#� Δx ≈ 1.1 #.-


#!��")�#� ��� �"#�� �� ���!�) "'�+� 9: &� �+����� E�#!��")�#� ���!� ���. 9:/%: &� �� %:/(: &�F

!"+)�) ��� �� ��#� ��.� �� '�!�.� 9: ��.�) ) �*��- ���) !����)&�#�) �� Δx ≈ 0.9 #.- �+�����

�#!��")�#� ��� ���!� ���. %:/(: &� �� (:/5: &� !"+)�) ��� �� ��#� ��.� �� '�!�.� % ��.�) ) �*��-

���) !����)&�#�) �� Δx ≈ 0.28 #.- 
� )��.) ��"� *��# ���!� �#!��")�) ��� !�"�"!����)��!  �#���

Δx *�  ��!��")�- ��.� "� '��"0��� �) �')��0�� �# ��� &��)�)��#!�  �#��� ��� ��� *��./ �4�/!�"�#

.��� B�
C@ �# ���  �*/���!� �����# ��� &��)�)��#!�  �#��� �) :-8 #. *�� � �# ��� ����/���!� �����#

��� &��)�)��#!�  �#��� ��!��")�) �� :-5 #.-

��"� �) ��� .�"#�#� �� ��� ΔxA 
) *�  '� )��*# �# ��� #�,� )�!���#1 �� �) #�� ��� �#�/��/�#�

 �#��� �� ��� *�� � &�����#- 
� *� !�#)���� ��� �� ��#� &��!��+�� ") ."#$ )."  )�.+ �"#��+)

��3+)��#)1 ���) Δx )��+ � '� ���  �#��� �� �#� )."  ��3+)��# &��!��+��- 
#���"  $ �# ��� �� ��#�

&��!�))1 ��� )."  �,���#" ���!�)1  �#� �"#�� �#���"!���#) "�� "  �*��- 
.�#� "!��) !�+ � ��3+)�

"  �#� ��)�"#� �� 2#� ��� !����!� '�#�) �� ���.- ��������� Δx �)  "���- ���# ���!� �#!��")�)1

)�#!�  �#� ��)�"#!� �#���"!���#) "�� 0��$ )�#)���0� �� �,���#" ���!�1 ���$ "�� � �.�#"��� 0��$

6+�!4 $- �# $ )���� �"#�� �#���"!���#) "��  ���1 )� Δx ��!��")�)- �#� �#����)��#� �')��0"���# �)

��"� ��� (7 &�1 ��� "0��"�� &��?�!���  �#��� �# ��� ���!� ����!���# �� �#� ".�#� "!�� �) "'�+�

:-%> #.1 *��!� �) ! �)� �� ��� Δx ≈ 0.28 #. ��� ���) ���!�-
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.�#�.��  �#��� �# .�#�.��  �#��� �# �� �, )�"�� :-97 #.

�� �, )�"��
kpf �"�� �� &��."�$ )��+!�+�� ���. α �� �!�) :-:(K)
kpu �"�� �� ���.�� α �� �!�) +#�� � "�"�# :K)
kbf �"�� �� &��."�$ )��+!�+�� ���. β )���� :-9K)
kbu �"�� �� ���.�� α �� �!�) +#�� � "�"�# :K)
ksf �"�� �� )�!�#�"�$ )��+!�+��) �� ���. �����"�$ )��+!�+�� 9::K)
Ah �#!� �#� �� �, �+�# "&&�"�1 ��� ��.�) 7:

��) #����'�+�)O) �� ��#� �"�� !"# "!!� ��"��
Ab �#!� �#� β )���� &"�� ���.)1 ��� 9:::

��.�) ��) #����'�+�)O) �� ��#� �"�� !"# "!!� ��"��
As �#!� �#� �����"�$ )��+!�+�� ���.)1 ��� 9:::

��.�) �� �� ��#� �"�� �� ��� ��)� !"# "!!� ��"��
�"' � =-%- �"�".����) +)�� �# ��� )�.+ "���#-
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���� ��* ��#��� ��#��� ��#��� ��#���
���+�� ���!� ���!� !�"#�� !�"#�� !�"#�� !�"#��
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���- 9
 9%% &� 97 &� (: #. 9: #. 97 #. %: #.
���- %
 9%: &� 97 &� (= #. 9% #. 98 #. %5 #.
���- %� 9%: &� 97 &� >7 #. 9; #. (8 #. 9; #.
���- (
 9:: ∼ 9%: &� 7: &� %: #. :
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��� ��� )�"��)-
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 �-
- 8)
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�"' � =-5- ��� ��)+ �) ���. B��C- ��#��#+"���# �� �"' � =-(1 ���) �"' � ��0�) �+�
��� �)��."��� ��.� ��� ��� )�"��)-

���!� E&�F Δx(nm) ��#�����#) ��+�!�

: / 9: (-9 )�.+ "���# B�C
: / %: 9-9 �� ��#� B��C
%: / (: :-; �� ��#� B��C
(: / 5: :-%8 �� ��#� B��C
: / 5: :-8 �� ��#� B��C
V7: :-8 +#�� ��#� B�
C
W7: :-5 +#�� ��#� B�
C

�"' � =-7- Δx ") �#������ ���. �� ��#� "#� +#�� ��#� �,&���.�#�)1 *���� ���
�� ��#� �� +#�� ��#� ��.� �) 2� �� exp(F × Δx/kBT )- ��� 0" +�) �#  �#�) %1 (
"#� 5 "�� ��+#� '$ "!!�+#��#� ��� ��� !�"#��) ��"� �!!+� �# Δx ") ��� ���!� �)
0"����- ���� ��"� ") ���!� �#!��")�)1 Δx ��!��")�)- ��� 0" +� �# ��� 2���  �#� �)
��"� ��0�# �# B��C '$ "))+.�#� ��"� Δx �) �#)�#)���0� �� ��� ���!�- �0�# +#���
+#�� ��#� !�#�����#)1 �� �) ��+#� ��"� ") ���!� �#!��")�) Δx ��!��")�) "#� ��"� ���
0" +� �� ��� Δx +#��� �� ��#� "#� +#�� ��#� !�#�����#) "�� !�.&"�"' �-



9%7

��
���� >

#	���'��	�� �	 ���� �


# ��� 2�)� &"�� *� )�.+ "��� ��� �� ��#� &��!��+�� ��� !�#)�"#� 0� �!��$ "#� !�#)�"#� ���!�

�� ��#� &��!��+��- ���)� )�.+ "���#) "�� '")�� �# ��� �*�/)�"�� .��� -

��� )�.+ "���# ��)+ �) �� ���!�/�,��#)��# !+�0� ��� !�#)�"#� 0� �!��$ 2� ��� �,&���.�#�" �"�"-

��� 0"��"#!� '")�� �# �*�/)�"�� .��� !"# )��* ��� )".� ��#��#!$ E)�"&�F ") ��� �,&���.�#�" 

��)+ �)1 ���+�� *��� " '����� ".& ��+��- ��� ��")�# ��� ���) ��)!��&"#!$ �) )��  +#4#�*#-

��� ��� !�#)�"#� ���!� �,&���.�#�) *� )� 0� �#� &+DD �@ *�$ ��� )�#� � ��."�# �� ��#� �) )��&/

 �4� *�� � ��� .+ ��/��."�# �� ��#� )��* )�"��)/ �4� '��"0���- ��� "#)*�� �) ��� !��&��"��0��$

'��*��# ��."�#)- �#� ��."�# 2#�)��#� ��) �� ��#� !"# �� & ��� �� ��#� �� ��� �����)1  �"��#� ��

��� )�"��)/ �4� '��"0���- �+� *� �� #�� 4#�* ��� .�!�"#�). �� ���) !��&��"��0��$- 
# �"�� 

1

*� ��0� "# �,& "#"���# �� ��� !��&��"��0��$ �#)��� �� �#� ��."�#-


# ���) &"��1 *��# *� )�� ��� 0" +� �� &"�".����)1 *� !���)� ���. )+!� ��"� *� !"# ���

��� '�)� 2�) �� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ��  �*�#� ��� �*�/)�"�� .��� B�
C1 *��# ����� �) #�

�,���#" ���!�1 ��� �� ��#� �"�� �) α0- ���# ����� �) "# �,���#" ���!� F 1 ��� ���!� *�  �"0� "#

�3�!� �� exp(FΔx/kBT ) �# ��� �� ��#� ��.�- ���#�#��D "#� �� B��C )����!� +'�6+���# "#� ���#

"  �* �� �� ���� � +#��� " ���!� �� "&&��,�."�� $ 97 &�- 	)�#� F = 15 &� "#� xf = 20 #.1 ���

�� ��#� ��.� *�  '� exp(15 · 20/4.1) = 6 · 1031 ��.�) ) �*��- ���) .�"#)1 �� ��� �� ��#� ��.� �)

10−6 )�!�#� *��� #� "&& ��� ���!�1 ���# +#��� 97 &� ��� �� ��#� ��.� *�  '� 1024 $�"�)- ��.& $

)�"���1 +#��� 97 &� +'�6+���# !"# #�0�� �� �- ���) ��)+ � �) "� ���) *��� ��� �,&���.�#�" 2#��#�

�� +'�6+���# ���� ��#� "#� )+���)� ��"� ����� ."$ '� )�.����#� *��#� *��� ��� �*�/)�"�� .��� -

�� 0�#� ���) &+DD � �) ��� �")4 �� ��� #�,� &"��-
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���������#

��� �*�/)�"�� .��� �) *��� $ +)�� �� ��)!��'� ��� �� ��#� &��!��+��- ��� ���) .��� 1 "

&�����# !"# )�"$ �# �#� �� ��� �*� &�))�' � )�"��)1 ��� #"��0� )�"�� �� ��� +#�� ��� )�"��- ���#

����� �) #� �,���#" ���!�1 ��� �� ��#� E+#�� ��#�F �"�� �) α0 Eβ0F- ���# ����� �) "# �,���#" ���!�1

��� ���!� *�  �"0� "# �3�!� exp(FΔx/kBT ) �# ��� �� ��#� E+#�� ��#�F ��.�1 *���� Δx �) ���

��)�"#!� ���. +#�� ��� E#"��0�F )�"�� �� ��� ��"#)����# )�"��- 	)� ���) .��� 1 *� !"# #+.���!"  $

)�.+ "�� ��� ���!� 0��)+)  �#��� !+�0� ��� !�#)�"#� 0� �!��$ �� ��#� ��� ��,��"#- ��� )�.+ "���#

��)+ �) 2� ��� �,&���.�#�" ��)+ �) 6+��� *�  1 ") )��*# �# ���- >-9-
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���) "�� ��� �,&���.�#�" ��)+ �)- ����� "�� (9: ��,��"# .�#�.��)- If = 0.5
#.1 Iu = 0.565 #.1 α0 = 2× 10−4/s1 G0 = 13.2 kBT 1 "#� ��.&��"�+�� �) (:: H-
��� �,&���.�#�" �"�" �) ���. B
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�� !"# " )� !" !+ "�� ��� 0"��"#!� '")�� �# ��� �*�/)�"�� .��� - ��� !" !+ "��� ��)+ �)
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���+�� >-%- ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" ��)+ �) "#� ��������!" ��)+ �) ��� ���
0"��"#!� �� �,��#)��# �� ��,��"#-

���� 0�� !������������ �� ����� �2� ����-��� (�#�� ��(� ���( ������!�(���

�����������

�� !"# ��&���+!� )��&/ �4� '��"0��� ��� )�#� � ��."�# ��� !�#)�"#� ���!� �� ��#� &��!��+��-

���- >-( "#� >-5 )��* ��� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �)-

��� .+ ��/��."�# �� ��#� &��!��+�� E!�#)�"#� ���!�F1 *� 2#� ��"� �� *� "  �* "# �#���"!���#

!��S!��#� '��*��# ��."�#)1 *��!� .�"#) �#!� �#� ��."�# 2#�)��� ��� �� ��#� �� *�  �� & ���

����� ��."�# �� �1 *� !"# " )� ��&���+!� ��� )�"��) �� �� ��#� )��*# �# ���#"#��D "#� ��O)

&"&��- ���*# �# ���)- >-7 "#� >-=-
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# �"�� 
 *� .�#���#�� ��"� ����� �) " &��' �. ��� ��� �*�/)�"�� .��� @ " )."  ���!� .����

) �* ��*# ��� �� ��#� &��!��+�� )� .+!� ��"� )�.� &�����#) !"# #�0�� �� � +#��� ���!�1 *��!�

�) #�� !����)&�#��#� �� �,&���.�#�" �')��0"���#- 
# �"�� 

1 *� ��$ �� )� 0� ���) &��' �.-


# ��!- 8 *� &��)�#� " 2�)� "���.&� �� �.&��0� ��� �*�/)�"�� .��� - 
#)��"� �� "))+.�#�

��"� ��� &�����# !"# �# $ '� �# �#� �� �*� &�))�' � )�"��)1 *� "))+.� ��"� ��� &�����# !"#

'� �# ."#$ ��3���#� !�#2�+�"���#)- ���)� !�#2�+�"���#) "�� )�.& �2�� ") " �#�/��.�#)��#

��"!���# !�����#"��- ��� ��� )����!��#� �,&���.�#�)1 ���) ��"!���# !�����#"�� �) ��� �#�/��/�#�

 �#��� �� ��� &�����#- �� "))+.� ��"� ��� "#$ �#�/��/�#�  �#���1 ����� �) " !����)&�#��#� ����

�#���$- ��������� *� !"# ��� �#� !+�0�@ ���� �#���$ 0��)+) ��"!���# !�����#"��- �� "))+.�

��"� ��� �� ��#� &��!��+�� !"# '� )�.+ "��� ") �#�/&"���! � ��3+)��# ����+�� ���) �#���$ 2� �-

�� )�.+ "�� *��� ��3���#� 4�#�) �� &���#��" 2� �) �� ��� " '����� +#���)�"#��#� �� ��� �� ��#�

&��!��+��-


# ��!- ; *� )��* ��"� �#� &"���! �/��3+)��# )�.+ "���# !"# '� ��& "!�� '$ " .��� ��" �)��!

)�.+ "���#@ .+ ��/&"���! � ��3+)��#- 
# ���) #�* )�.+ "���# "  ��� &"���! �) !"# ��3+)� )�.+ �"/

#��+) $- ���#1 ��� ) �*�)� &��!��+�� �����.�#�) ��� �0��"  �� ��#� ��.�- ���+�� ."#$ &"���! �)

��3+)��# �) "))+.�� ����1 �#�/&"���! � ��3+)��# �) #�� +)� �))@ ��� "#$ &"���! �1 ��) ��3+)��# �)

)��  " �#� &"���! � ��3+)��#- ��� !�"#�� �) ��"� ��� ���� �#���$ +)�� ��� "#$ &"���! � )��+ � #��

'� ��� ���� �#���$ �� ��� *�� � &�����#1 '+� �# $ &"�� �� ��� *�� � &�����#O) ���� �#���$- ���) �)

��� 4�$ �� ."4�#� ��� *�� � &�����#O) �� ��#� ��.� '�!�.�)  �)) )�#)���0� �� ��� �,���#" ���!�-


# ��!- 9: *� "&& $ ��� ���" �� .+ ��/&"���! � ��3+)��# �� "# �."��#"�$ &�����#- �� ."4�

)�.� ��")�#"' � "))+.&���#) "'�+� ��* ��� ���!� "3�!�) ��� ���."���# �� '�#�)- �� �"0� )�.�

�#����)��#� ��)+ �)1 )��*# �# ���"� ) �# ��� )�!���#-


# ��!- 991 *� "&& $ ��� ���") �# ��!- 9: �� " ��" &�����#1 ��")� �-
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��
���� 8

��� ������ �� )&�� %��� !�-����� (	������� .��!�

��� �*�/)�"�� .��� 1 �"�� !�#)�"#�) "�� ��� &"�".����) �� ��)!��'� ��� �� ��#� ��.�- 
#

��3+)��# &��' �.)1 *� +)� .�"# 2�)� &"))"�� ��.� E����F �#)��"�- ���) �) ��� "0��"�� ��.� ���

��� &"���! � �� ��3+)� ���. ��) �#���" &�)����# �� ��) �#��#� &�)����#1 *��!� ��&��)�#�) ��� &�����#

�� ��#� ���. ��� +#�� ��� �� ��� �� ��� )�"��-

*��� +�(����� ��(� ����� ��� ��� �����(�!���� �����

�� '���# *��� ��� !")� *���� ����� �) �# $ �#� �#���.���"�� )�"��- ��� )�.& �!��$1 *� !���)�

" cos �+#!���# �� ��#��"�� ��� &���#��" 

|x| ≤ 0.5 : G = −��&��/2kBT cos(2πx) + ��&��/2kBT

0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G = −5kBT cos(2πx) + 5kBT

") )��*# �# ���- 8-9- ��� &���#��" 2� �) "�� )�� )� ��"� ����� "�� "�  �")� �*�  �!" .�#�.+.1

!����)&�#��#� �� ��� �#���" +#�� ��� )�"�� "#� ��� 2#" #"��0� )�"��- ��� �#���$ ��3���#!�

'��*��# ��� �#���" �#���$ "#� ��� �����)� �#���$ E��"#)����# )�"��F �) !"  �� ��� M������N- 
� �����

"�� )�.� �����  �!" .�#�."1 *� !"  ���. �#���.���"�� )�"��)- ��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ���

��"#)����# )�"�� "#� ��� �#���.���"�� )�"��) �) !"  �� ��� M��&��N- ��� )&"��" ��)�"#!� '��*��#

#����'���#�  �!" .�#�." �) !"  ��� M*����N- ���) &���#��" 1 ���#1 !"# '� )&�!�2�� �# ���.) ��

��) ������E".& ��+��F "#� *����- �� 2�)� 4��& ��� *���� +#!�"#���1 "#� 0"�$ �# $ ��� ��&��

�� ��� �#���.���"�� )�"��)- ��� ����O) "�� )��*# �# �"'- 8-9 "#� ���- 8-%-
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��&�� ����

#� �#���.���"�� 958(
: kBT %(;%
% kBT 9(9(
5 kBT ;;;
= kBT 88%
8 kBT ;:8
9: kBT 9589
9% kBT 755>

�"' � 8-9- ���� ��� ��3���#� ��&��) �� ��� �#���.���"�� )�"��1 ") )��*# �# ���- 8-9-

��� )�.+ "���# &��!��+�� �) ") ��  �*)- �� ��0��� ��� &���#��" 2� � )&"��"  $ �6+"  $ �#��

N &��#�)- ����� �) �#� �#���$ !����)&�#��#� �� �"!� &��#�- �� "))+.� ��� &"���! � !"# ?+.&

���. �#� &��#� �� ��) #����'��) *��� !���"�# �"��)- ��� �,".& �1 ��� i�� &��#� �") �#���$

Gi1 ��� (i + 1)�� &��#� �") �#���$ Gi+11 "#� ��� �#���$ ��3���#!� �) ��2#�� ") ΔGi+1/2 =

Gi+1 − Gi- ��� )&"��" ��)�"#!� '��*��# ��� �*� &��#�) �) Δx1 ��� ��3+)��# !��S!��#� �) D-

���# ��� �"�� ��"� ��� &"���! � ?+.&) ���*"�� ���. ��� i�� &��#� �� ��� ��� (i + 1)�� &��#� �)

Fi+1/2 = D
Δx2 · ΔGi+1/2/kBT

exp(ΔGi+1/2/kBT )−1 - ��� '"!4*"�� �"�� ���. (i+1)�� &��#� �� ��� ��� i�� &��#� �)

Bi+1/2 = D
Δx2 · ΔGi+1/2/kBT

1−exp(−ΔGi+1/2/kBT ) - ���# *� !"# +)� " �"#��. #+.'�� �� ��!��� ��� &"���! �O)

'��"0���- ��� 2�)� ��.� �� ��"!��) ��� �#��#� &��#� E��� #"��0� )�"��F1 ��� �� ��#� &��!��+�� �)

!�.& ���- ��� !��� �) )��*# �# 
&&�#��, 9(-9-

��� &��)�#!� �� " �#���.���"�� )�"�� �") �*� �3�!�)- ���)�1 �� !"# &��0��� " M��)� "��"N ���

��3+)��#- 
) "  �!" �#���$ .�#�.+.1 " &"���! � !"# )�"$ "� ��� �#���.���"�� )�"��1 "#� +)� ��

") " #�* )�"���#� &��#� �� 2#�)� ��) ��"0� - 
# ���) ."##��1 ��� �#���.���"�� )�"�� !"# �� & ���

��3+)��# &��!��+��- ���) �) *�$ .����"�� ��&��) �� ��� �#���.���"�� !"# "!!� ��"�� ��� ��3+)��#

&��!��+��- �# ��� ����� �"#�1 �� �"4�) �,��" ��.� �� ��� �+� �� ��� �#���.���"�� )�"��- 
# ���)

."##��1 ��� �#���.���"�� )�"�� ) �*) ��� ��3+)��# &��!��+��- ���) �) ��� ��")�# ��"� ���  "����

��&��)1 ��� &��)�#!� �� ��� �#���.���"�� )�"�� �#!��")�) ��� ����-
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���+�� 8-9- ����1 ��� �#���.���"�� )�"�� �) �� !�#)�"#� +#�� *���� "#� 0"�$�#�
��&��- ��� )� ��  �#� �) ��� #� �#���.���"�� )�"�� "#� �) ��0�# '$ " )�#� � cos
&�"41 |x| < 1, G = 5kBT cos(πx) − 5kBT - ��� �")���  �#� E��)��#"��� 0kBT F
�) ��� "# �#���.���"�� )�"�� �� D��� ��&��1 �-�- " & "��"+1 |x| ≤ 0.5 : G = 0L
0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G = −5kBT cos(2πx) + 5kBT -

*����� ��� $���� �� �� ����� ��� ��� �����(�!���� �����

����� �) �#� )�"' � �#���.���"�� )�"�� '��*��# �*� &�"4) ") )��*# �# ���- 8-(- ��#��� ���

���� ���. ��� �#���" &�)����# 
 �� ��� ��"#)����# )�"�� � ") t1 - ��� ���� ��� ��� '"!4*"��

��"#)����# ���. �#���.���"�� )�"�� � �� � �) t2- ��� ���� ���. � �� ��� �#��#� &�)����# � �) t3-


 &"���! � "� &�)����# � �") &��'"'� ��$ p = t2
t2+t3

�� �� ���*"�� �� �1 "#� &��'"'� ��$ q = t3
t2+t3

�� �� '"!4*"�� �� 
- ���� ��"�1 k = 1/t1 *���� k �) ��� �"�� !�#)�"#�- 
� "#$ &�)����#1 ���

&��'"'� ��$ �� ���#� ���*"�� �) &��&�����#" �� ��� �"�� �� ���#� ���*"��- ��������� *� !"# ���

��� &��'"'� ��$ �� ���#� ���*"�� �� '"!4*"�� '")�� �# ��� ����- ��� )�.& �!��$1 *� *�  +)�

#��"���# t23 ≡ t2 + t3- ��� " &"���! � �#���"  $ �# &�)����# 
1 "���� ��.� t1 �� "���0�) "� &�)����#
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���+�� 8-%- ��� ���� ��)+ �) ���. �"' � 8-9 & ����� 0��)+) ��� ��&�� �� ���
�#���.���"�� )�"��) )��*# �# ���- 8-9-

�- ��* �� �") �*� !���!�)@ �� �� � "���� ��.� t3 *��� &��'"'� ��$ p1 �� �� '"!4 �� 
 "���� ��.�

t2 *��� &��'"'� ��$ q- 
� �� ���) '"!4 �� 
1 �� #���) �� ��&�"� ��� &��!��+�� "�"�#- ��� ����

*��� ���) �#���.���"�� )�"�� �)
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���+�� 8-(- �#���$ '"����� *��� �#���.���"�� )�"�� �# ��� .��� �-

MFPT = t13p+ (t13 + t12)pq + (t13 + 2t12)pq2

+(t13 + 3t12)pq3 + · · ·

= t13p(1 + q + q2 + · · · ) + t12p(q + 2q2 + 3q3 + · · · )

= t13p
1

1 − q
+ t12pq(1 + 2q + 3q2 + · · · )

= t13p
1

1 − q
+ t12pq

d(1 + q + q2 + q3 + · · · )
dq

= t13 + t12pq
1

(1 − q)2

= t13 + t12
q

p

= t1 + t3 + (t1 + t2)
q

p

= (t1 + t3) + (t1 + t2)
t3
t2

E8-9F
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��� �,&��))��# ��� ��� ���� !"# '� !�#)������ �# �*� &"��)- ��� 2�)� ���.1 t1+t31 "!!�+#�)

��� ��� �"!� ��"� #� ."���� *�"� ��� &"��*"$ �)1 �� ��"!� ��� �����/�"#� �#� ��� &"���! � .+)�

�� ����+�� ��� �#���� &���#��" 2� � �#!�1 *��!� �"4�) ��.� t1 + t3- ��� )�!�#� ���.1 (t1 + t2) t3
t2

1

"!!�+#�) ��� ��� "������#" !�#���'+���# ���. ���)� &"���! �) *��!� ��"0��)� &"�� �� ��� &"��

��&�"��� $- ���1 *� #��� ��"� ��� &"���! � ���) #�� " *"$) �� ���*"��L )�.���.�) �� *�  ��

'"!4*"��- 
� �� ���) '"!4*"�� ���. ��� �#���.���"�� )�"��1 �� �"4�) ��.� t2 �� ��"!� ��� �#���" 

&�)����#1 "#� t1 �� ���+�# �� ��� �#���.���"�� )�"��- ���������1 �� �� '"!4*"��) �+� �� ���

�#���.���"�� )�"�� �� ��� �#���" )�"�� �#� ��.� �"4�) "# �,��" ��.� (t1 + t2)- ���) ��.� �)

.+ ��& ��� '$ t3
t2

*��!� �) ��� "0��"�� #+.'�� �� ��.�) ��"� ��� &"���! � *�  �� '"!4*"��) �+� ��

��� �#���.���"�� )�"��- ���# t3 �) )."  "#� t2 �)  "���1 ��� &"���! � ��#�) �� &��!��� ����!� $

���. ��� �#���" )�"�� �� ��� 2#" )�"��- ���# t2 �) )."  "#� t3 �)  "���1 ��� &"���! �O) ���& �� ���

2#" )�"�� *�  ��#� �� '� !�.&�)�� �� ��&�"� &"))�) �0�� ��� ��"#)����# )�"�� "� �-


 )�.& � !")� �� !�#)���� �) t1 = t2 = t31 �# *��!� ��� �*� &�"4) "�� ���#��!" 1 "#� �"!� &�"4

�) )$..����! "'�+� ��) .",�.+.- 
� ���) !")� 〈FPT 〉 = 4t1- ��� �#���.���"�� )�"�� ."4�) ���

���� ��+� ��.�)  �#���- ���� ��"� *� *�  +)� ���� �� 〈FPT 〉 �#���!�"#��"' $-


� �# $ t1 = t31 ���# ��� ���� '�!�.�) MFPT = 3t1 + t21
t2

-


� ��� �*� &�"4) "�� )$..���$ "'�+� ��� �#���.���"�� )�"��1 ") �# ��� #+.���!" )�.+ "���#)

)��*# "'�0�1 ���# *� �"0� t2 = t3- ���# ��� ���� '�!�.�)

E8-%F MFPT = 2(t1 + t2)


# B	�C1 ��� ���� �) !" !+ "��� +)�#�

MFPTapprox =
2
k1

+
1
k2
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����#��" �+.���!" ��)+ �) �"�#�� B	�C MFPTapprox

���- 8-5 ;%5-7 ;%:-> ;%7-7
���- 8-7 ;%5-= 5=>-7 ;%7-7

�"' � 8-%- ��.&"��)�# �� ��� ��)+ �) ���. B	�C "#� �+� ��)+ �)-

*���� ��� kO) "�� �"�� !�#)�"#�)- 
# �+� #��"���#1 ���) �6+"���# !"# '� *�����# ")

E8-(F MFPTapprox = 2t1 + t2

�� +)� #+.���!" )�.+ "���# �� !�.&"�� �"�#��O) ��)+ �) "#� �+� ��)+ �)1 ") )��*# �# ���)- 8-5

"#� 8-7- ���)� �*� &���#��" ) "�� '��� )$..����! "'�+� ��� �#���.���"�� )�"��- �� !"# )& ��

��� &���#��" 1 "� ��� �#���.���"�� )�"��1 �#�� �*� &���#��" )1 "#� )�.+ "�� ��� ���� ��� �"!�

&"�� )�&"�"�� $1 )�� ���)- 8-= "#� 8->-

��� ���- 8-51 t1 = 458.0 "#� t2 = 4.775- ��� #+.���!" )�.+ "���# ��)+ � �) MFPT = 924.51

�"�#��O) .����� ��0�) ��� ��)+ � 920.7 "#� �+� .����� ��0�) 925.55- ���� "�� ! �)� �� ���

#+.���!" ��)+ �)- ���) �) '�!"+)� t1 � t21 "#� ��� ��3���#!� '��*��# ��� �*� .�����) �) #��

)��#�2!"#�- ��� ���- 8-71 t1 = 4.775 "#� t2 = 458- ��� ���) !")�1 t1 � t21 "#� *� !"# )�� ��"�

�+� .����� �) "!!+�"��1 �"' � 8-%-

*����� <�� �����(�!���� &��� =�� �������� ��#����

��� )$..����! )��&/ �4� �����#) *��� �#� �#���.���"��1 ���- 8-8F1 *� !"# !" !+ "�� ��� ����

"#" $��!"  $ B�
C- �"4� ��� *���� �� ��� �#� �����# �� '� W 1 ��� ��3+)��# !��S!��#� ") D1 ���

������ �� ��� 2�)� &�"4 ") UH 1 "#� ��� ��&�� �� ��� �#���.���"�� ") U - ���# ��� ���� �)

E8-5F 〈FPT 〉 =
W 2

D

[
5
2

+ 4 cosh
(
UH

kBT

)
+ 2cosh

(
U

kBT

)
+ 2cosh

(
UH − U

kBT

)]
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���+�� 8-5- MFPT = 924.5-
��� &���#��" �) |x| ≤ 0.5 :
G = −2.5kBT cos(2πx) +
2.5kBT L0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G =
−5kBT cos(2πx) + 5kBT -
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���+�� 8-7- MFPT = 924.6-
��� &���#��" �) |x| ≤ 0.5 :
G = −5kBT cos(2πx) +
5kBT L0.5 ≤ |x| ≤ 1 : G =
−2.5kBT cos(2πx) + 2.5kBT -

���- 8-; )��*) " !�.&"��)�# '��*��# ��� #+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) +)�#� E8-9F "#� ���

"#" $��!" &����!���# ���. E8-5F- ��� �*� "���� 6+��� *�  - ��� )."  ��3���#!� �) �+� ��

)�.+ "���# ����� *��!� !"# '� ���+!�� '$ �+����� ��!��")�#� ��� )�.+ "���# ��.� )��&-

�� )�+�$ ��� �3�!�) �� ��� &�)����# "#� ��� *���� �� ��� �#���.���"��1 *� +)� " )&�4�/ �4�

&���#��" 1 ") )��*# �# ���- 8-9:- �"' � 8-( "#� ���- 8-99 ��0� ��� ��)+ �) ��� ��3���#� &�)����#)

�� ��� �#���.���"�� )�"��-



95:

−1 −0.9 −0.8 −0.7 −0.6 −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0
−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

���+�� 8-=- ��� MFPT = 458.0
��� ���  ��� �" � −1 ≤ x ≤ 0 ��
��� &���#��" �# ���- 8-5- ���)
MFPT �) +)�� ") t1 �# E8-%F-

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

x

G
(k

B
T

)

���+�� 8->- ��� MFPT = 4.775
��� ��� ����� �" � 0 ≤ x ≤ 1 ��
��� &���#��" �# ���- 8-5- ���)
MFPT �) +)�� ") t2 �# E8-%F-
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��� &�)����# �� ��� �#���.���"�� )�"�� �) 2,�� "� ��� .��� � �� ��� �#���0" -
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� 5� ��� � �!������ ���2�


# ���) )�!���#1 *� �#0�)���"�� ��� &��)�#!� �� .+ ��& � �#���.���"�� )�"��) �# "# �����*�)� ).����

 �#�"� $ !�"#��#� &���#��" - �� +)� ��� &���#��" G = kBT [kx+ 1 − cos(2πx)] ") " #+.���!" 

)�.+ "���# �,".& �- 
� ����� "�� N ���#��!" &�"4)1 ��� �����# �� x �) 0 ≤ x ≤ N - ���#

N �#!��")�)1 ���  �#��� �� ��� ��."�# " )� �#!��")�)- ����� "�� �*� &"��) �# ��� &���#��" @ ���

 �#�"� $ !�"#��#� &"�� kBT ·kx "#� ��� &������! &"�� kBT [1 − cos(2πx)]- 
� k > 01 ��� +#��� $�#�
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:-9 :-% %-7;97
:-% :-% (->(>8
:-( :-% 5-885%
:-5 :-% =-:(:5
:-7 :-% >-9>=(
:-> :-% 8-(%%:
:-> :-% ;-5=>=

�"' � 8-(- �+.���!" )�.+ "���# ��)+ �) ��� ��� ���� ��� ��� &���#��" )��*#
�# ���- 8-9: ��� ��3���#� &�)����#) �� ��� �#���.���"�� )�"�� "#� UH = 5kBT 1
U = 2.5kBT 1 W = 0.2- x1 "#� W "�� #��." �D�� '$ ��� ��� ���"  �#��� �� ���
*�� � �����#- ��� )�.+ "���# )&"��" )��& *") Δx = 1/160-

�+.���!" )�.+ "���#) )��* ��"� �� k �) &�)���0�1 ���# ��� ���� ��.� �#!��")�) �,&�#�#��"  $

") ��� #+.'�� �� &�"4) �#!��")�)- ����1 〈FPT 〉 ∝ exp(Nc) *���� c �) )�.� !�#)�"#�1 ���- 8-95-

���# k = 01 ��� ���� ��.� �#!��")�) &��&�����#" �� N21 ����1 〈FPT 〉 ∝ N21 ���- 8-97-

���# k < 01 ��� ���� ��.� �#!��")�) &��&�����#" �� N 1 ����1 〈FPT 〉 ∝ N 1 ���- 8-9=-

���- 8-9> )��*) ��� ��)+ �) ��� ����  �#��� �� ��� �����#  �#��� "#� 2,�� &�"4 ".& ��+��1 '+�

0"�$�#� #+.'�� �� &�"4) �# ��� �����#- ��� k = 01 ��� ���� �) !�#)�"#�1 ") �,&�!���- �")��
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#�� ��� �	�!��� (�	��!'�� �� ���'����! �+ ��� !�-'��	� 	� �

������ (�������/

3��� ,�(� ������� !�%����� ��(� ����� �� ������� �� !��#

��� �*�/)�"�� .��� �) *��� $ +)�� �# &�����# �� ��#� )�.+ "���#)- ��� &�����#) *��)�  �#���

!�"#�� �# �� ��#� �)  "���1 ��� �*�/)�"�� .��� &����!�) ��"� ��� �� ��#� ��.� �) 0��$ )�#)���0� ��

��� �,���#" ���!�- �,&���.�#�" ��)+ �)1 ��*�0��1 2#� �� ��� !�#��"�$1 )�� ��!- 99- ��*�0��1 ��

*� +)� "# " ���#"��0� .��� 1 *��!� *� !"  ��� )�.+ �"#��+) ��3+)��# .��� 1 ���) &��' �. ���)

#�� "��)�- 
) )��*# �# ��� )�!���# �# ��� !�#)�"#� ���!� ���� ��#� )�.+ "���#1 ��!- =1 �� *� !���)�

��� �� ��#� �"�� E��� �#0��)� �� ��� .�"# 2�)� &"))"�� ��.� ��� ��3+)��# &��' �.F &��&�� $1 "

)�.+ �"#��+) ��3+)��# .��� !"# " )� $�� � )��&/ �4� '��"0��� ��� )�#� � ��."�# �� ��#�1 *��!�

�) ���"���� ") " !�"�"!����)��! �� ��� �*�/)�"�� .��� - �0�# ���+�� ��� )�.+ �"#��+) ��3+)��#

.��� �) ! �)�� �� ��� "!�+" �� ��#� &��!��+��1 �� !"# )��  '� ��&��)�#��� ") �#�/&"���! � ��3+)��#1

�-�- ") ��3+)��# �0�� G(x)1 *���� x �) �#�/��.�#)��#" -

3��� "�����(���� !���������$ ��� ��� �&������� (�!� 

���- ;-9 )��*) ��� ���� �#���$ ��"��".1 G 0��)+) ��� ��"!���# !�����#"��- ��� �*� &�))�' �

)�"��) "�� )�&"�"��� '$ ��� �#���$ '"����� �� ��� ��"#)����# )�"��- 
 &�����# .�0�) ���. �#�

)�"�� �� ��� ����� *��� " !���"�# �"��- 
# ���!�/)����!��#� �,&���.�#�)1 ��� �#�/��/�#�  �#��� �)

#��."  $ !��)�# ") ��� ��"!���# !�����#"��- �#� )�.& � !�#)�6+�#!� �� ��� �*�/)�"�� .��� �)

��"� xu + xf = ΔL1 *���� ΔL �) ���  �#��� !�"#�� ���. �#� )�"�� �� ��� �����1 "#� xu "#� xf

"�� ��2#�� �# ��� 2�+��-
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���+�� ;-9- ���� �#���$ ��"��". �# ��"!���# !�����#"��)- 
� ��� ��."�# �) �#
��� �� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) If - 
� �� �) �# ��� +#�� ��� )�"��1 ��)  �#��� �) Iu-
��� �#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� �#���$ '"����� �) ΔGu1
"#� ��� ��)�"#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� �#���$ '"����� �) �) xu- ���
�#���$ ��3���#!� '��*��# ��� �� ��� )�"�� "#� ��� +#�� ��� )�"�� �) ΔGf 1 "#�
��� ��)�"#!� ���. �#���$ '"����� �� +#�� ��� )�"�� �) xf -

�!� ���� B	�C )��*) ��"� xu = 0.17 #. ��� +'�6+���#- 
� �) " )� )��*# ��"� ��� ���"  �#���

!�"#�� ���. ��� #"��0� )�"�� �� ��� +#�� ��� )�"�� �) "'�+� %: #.- 	)�#� ��� �*�/)�"�� .��� 1

*� !"# �)��."�� xf ≈ 20 #.- ���#�#��D "#� �� B��C )����!� +'�6+���# "#� ���# "  �* �� �� ���� �

+#��� " ���!� �� "&&��,�."�� $ 97 &�- ��  �*�#� ��� �*�/)�"�� .��� B�
C1 *��# ����� �) #�

�,���#" ���!�1 ��� �� ��#� �"�� �) α0- ���# ����� �) "# �,���#" ���!� F 1 ��� ���!� *�  �"0� "#

�3�!� �� exp(FΔx/kBT ) �# ��� �� ��#� ��.�- 	)�#� F = 15 &� "#� xf = 20 #.1 ��� �� ��#� ��.�

*�  '� exp(15 · 20/4.1) = 6 · 1031 ��.�) ) �*��- ���) .�"#)1 �� ��� �� ��#� ��.� �) 10−6 )�!�#�

*��� #� "&& ��� ���!�1 ���# +#��� 97 &� ��� �� ��#� ��.� *�  '� 1024 $�"�)- ��.& $ )�"���1 +#���

97 &� +'�6+���# !"# #�0�� �� �- ���) ��)+ � �) "� ���) *��� ��� �,&���.�#�" 2#��#� �� +'�6+���#

���� ��#� "#� )+���)� ��"� ����� ."$ '� )�.����#� *��#� *��� ��� �*�/)�"�� .��� -
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���#"#��D "#� �� B��C .�")+�� �� ��#� �"�� ") " �+#!���# ���!�- �����#� ���) �"�" '$ "))+.�#�

��"� �� ��#� ��.� ∼ expFxf 1 ���$ 2#� ��"� xf = 0.8 #.- ���������1 xf + xu = 2.5 #.1 �#)��"�

�� %: #.- ���) ��)!��&"#!$ !"# #�� '� �,& "�#�� '$ ��� �*�/)�"�� .��� -

3�
� :�������$ �%���� ������� �� !��#

I"!�' B�*C )��*) ��"� 0�)!�)��$ �� ��� )� 0�#� "3�!�) ��� �� ��#� �"��- ���) .�"#) ��"�

��3+)��# & "$) " �� � �# ��� &�����# �� ��#� &��!��+��- �+�1 *�"� *� #��� ���� �) #�� " )�#� �

&"���! � ��3+)��# )�.+ "���#1 '�!"+)� ��� �#� &"���! � ��3+)��# ��� �� ��#� ��.� �) )��  )�#)���0�

�� ��� �,���#" ���!�- 
#)��"�1 *� #��� " )�.+ �"#��+) ��3+)��# .��� -

3��� 4�!����# (� ���!�(������� �� !��# �� (�, t) �� ��� !�%����� �� � ���# � ������ �

� ��# ��� !�(������

������# �� ��#� �) " !�.& �, &��!�)) �#0� 0�#� ."#$ ������) �� ������.- ��� !�.& �,��$ ��

��)!��'�#� &�����# !�#���."���#" !�"#��) �) ����# ���+!�� '$ !�#)������ ��"� ��� ".�#� "!��)

"�� ����� +#��)1 )� ��"� �# $ ���"���#) "'�+� ��� &�&���� '�#� #��� �� '� !�#)������- 
# ���)

!")�1 ��� " &�����# �� N ".�#� "!��)1 ����� "�� 2(N − 1) ������) �� ������.1 "!!�+#��#� ��� ���

�*� "#� �) φ "#� ψ "� �"!� &�&���� '�#�-

�0�# *��� ���) )�.& �2!"���#1 *� "��  ��� *��� "  "��� &��' �. �#0� 0�#� ."#$ ������) ��

������.-

������# �� ��#� �) )�.���.�) !�#)������ ") " &��' �. �� " )�#� � &"���! � ��3+)��# &��' �.

*��� ��� �#�/��/�#�  �#��� ") ��� ��"!���# !�����#"��- ���#1 ����� �) " ���� �#���$ &���#��" G(x)

*��!� !����)&�#�) �� ��"�  �#��� x- ���������1 *� !"# ��� "  �#��� 0��)+) &���#��" !+�0� G(x)-

�� !�+ � ���# !�#)���� +)�#� ��"� &���#��" 2� � ��� ��� �#�/&"���! � ��3+)��# &��' �.1 �# �����

�� )�.+ "�� ��� &�����# �� ��#� &��!��+��- ��"� �)1 *� *�+ � +)� �# $ �#� ������ �� ������.1 "

�#�/��.�#)��#" ��"!���# !�����#"�� " �#� *��!� ��� &�����# �� �)- �+�1 ��� �� ��#� &��!��+�� ��
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" �#�/������ �� ������. )$)��. �) #�� ��� )".� ") ��"� ��� �#� �� 2(N − 1) ������) �� ������.)-

�+� ��� �#�/������ �� ������. )$)��. !"# '� +)�� �� "&&��,�."�� ��� ������/��.�#)��#" )$)��.

+#��� )�.� !�#�����#)1 ") ��)!+))�� '� �*-

��� !�"#�� " �#� ��� ��"!���# !�����#"�� !�.�) ���. ."#$ !�#���'+���#)- ��� �,".& �1 *�

!"# !�#)����1 ") #���� "'�0�1 ��"� ��� �#��0��+" ".�#� "!��) "!� ") ����� !�.&�#�#�)- �+��#� ���

�� ��#� &��!��+��1 *� !"# ��"!4 ��� !�#2�+�"���#" !�"#��) �� �"!� ".�#� "!��- ��� +) !�#)����

��"� ��� ��"!���# !�����#"�� �) ��� �#�/��/�#�  �#���- ���. ��� �#���" +#�� ��� )�"�� �� ��� 2#" 

#"��0� )�"��1 ��� &��?�!���  �#��� �� ��� 2�)� ".�#� "!�� �") )�.� !�"#�� Δx11 " )� )�.� �#���$

!�"#�� ΔG1- ���� ��� &��?�!���  �#��� .�"#) ���  �#��� &��?�!��� �� ���  �#� '��*��# �*�

�#�) �� ��� &�����#- E���� ���) ��2#����#1 ��"#) "���#) "#� ���"���#) �� ��� &�����# ") " *�� �1

*�� � ��."�#�#� )�"��! �# !�#2�+�"���#1 �� #�� " ��� ��� &��?�!���  �#���) �� ��� !�.&�#�#�

".�#� "!��)-F ��.� "� $ *� ��2#� Δx2,Δx3, . . . ,ΔxN "#� ΔG2,ΔG3, . . . ,ΔGN 1 *���� N �) ���

#+.'�� �� ".�#� "!��)- ��� N &"���! �)1 �"!� ��&��)�#��#� "# ".�#� "!�� "�� "  �*�� �� ��3+)�-

���# "  �� ���. 2#�)� �� ��#�1 *� !"# )"$ ��� *�� � &�����# �") ���# 2#�)��� �� ��#�- ��"� �)1

��� ) �*�)� i �� ��� N ".�#� "!��) �����.�#�) ��� ���� �� ��� &�����#-

��� ��� " ���#"��0� ��)!��&���# �# ���.) �� ��� ��3+)��# �� " )�#� �/&"���! � ��3+)��# &��' �.1

��� )�#� � &"���! � �) ��6+���� �� ��3+)� ����+�� ���  �#��� Δx = Δx1 + Δx2 + · · · + ΔxN "#�

����+�� "# �#���$ ΔG = ΔG1 + ΔG2 + · · ·+ ΔGN - ��* *� ")41 M���) ��� N /&"���! � ��3+)��#

.��� ��0� ��� )".� ���� ") ��� �#�/&"���! � ��3+)��# .��� AN 
� )�1 ���# ��� �#�/&"���! �

.��� *�+ � '� " '����� .��� ") �� �) .+!� )�.& ��-


))+.� ��"� ��� �#���$ �� �"!� ".�#� "!�� �) �# $ " �+#!���# �� �#�/��/�#�  �#���- ���#

*� �"0� Δx1 = Δx2 = · · · = ΔxN = Δx/N "#� ΔG1 = ΔG2 = · · · = ΔGN = ΔG/N - ��� ���

2�)� ".�#� "!�� i = 11 *� !"# �� ��� ��3+)��# �,&���.�#� "#� ��� " ��� t11- 
���� ��&�"��#�

��� ��3+)��# ."#$ ��.�)1 ��� ���� ��� ".�#� "!�� i = 1 !"# '� !�.&+���1 〈T1〉 =
R→∞∑
i=1

t1i/R1
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*���� R �) ��� #+.'�� �� ��.�) ��� �,&���.�#� �) ��&�"���- ��.� "� $1 〈T2〉 =
R→∞∑
i=1

t2i/R1 - - - - 
�

"  ��� ".�#� "!��) *��� ���#��!" 1 *� *�+ � �"0� 〈T1〉 = 〈T2〉 = · · · = 〈TN 〉-
��#!� ��� ��� �� ��� &�����# �) �����.�#�� '$ ��� ) �*�)�/�� ��#� ".�#� "!��1 ��� ���� ���

��� &�����# �) 〈FPTN−particle〉 = max(〈T1〉, 〈T2〉, . . . , 〈TN 〉)1 *���� max !���)�) ��� .",�.+.

�� ��� N )�#� � ".�#� "!�� ����O)-

3����� 5��� 7���������#� ��(��

��* *� *"#� �� !�.&"�� ��� �*� �� ��#� &��!��+��)- 
# �#�/&"���! � ��3+)��#1 ��� 〈FPTOne−particle〉
"!!�+#�) ��� ��3+)��# ����+��  �#��� Δx *��� �#���$ !�"#�� ΔG- ��� )�!�#� &��!��+�� �) ��

��0��� ���  �#��� �#�� N )."  �� &"��)1 "#� �� " )� ��0��� ��� ���" �#���$ !�"#�� �#�� )."  ��

&"��)- ��� )�.& �!��$1 *� "))+.� ��"� ��� )."  ��  �#��� �����#) "#� �#�����) "�� �6+"  $ ��0����-

�� +)� N /&"���! � ��3+)��# �� )�.+ "�� ���) &��!��+��- ��!"+)� �� ��� )������  �#���1 ��� ����

��� �"!� )."  �����# )��+ � '� )������-

�# ��� ����� �"#�1 ��� !�.& ����# �� ��� N /&"���! � ��3+)��# ��6+���) "  ��� &"���! �) ��

2#�)� �� ��#�- ��� .��� �����#)1 ��� .��� ��.� *� )��+ � *"��- �"# ���)� �*� �3�!�) '" "#!�

�"!� ����� )� ��"� ��� �#�/&"���! � ��3+)��# �") ��� )".� ���� ") ��� N /&"���! � ��3+)��#A


� ��� &���#��" �) !�#)�"#� �� !�"#��) 0��$  ��� � !�.&"��� �� kBT 1 ����1 ΔG << kBT 1 ���#

��� �3�!�) �� ��� �#���$ !�"#�� "�� ���0�" - 
# ���) !")�1 ��� &��' �. !"# '� ���"���� ") " ����

��3+)��# &��' �.- 
� ��� ��)�"#!� x ��� ��� ��3+)��# '�!�.�) N ��.�) )."  ��1 ���# �� �!!+�) N2

��.�) �")���- 
) )��*# �# ��!- ;-5-%1 ��� !�#! +)��# ��"� ��� ���� �� ��3+)��# )!" �) *��� N2

�) ��#��" "#� �� �) ��� "#$ &���#��" - �0�# ��� "�'���"�� $  "��� �#���$ !�"#��)1 ΔG >> kBT 1

�� �# $ ��� x )!" � �) !�.&��))�� N ��.�)1 ��� ���� '�!�.�) N2 ��.�) �")���-

�����0��1 " ��")�#"' � "))+.&���# �) ��"� ��� �#���$ '"�����) �#!�+#����� '$ " )�#� � &"�/

��! � *�+ � '�  �)) ��"# ��� �#���$ '"�����) �� ��� *�� � )$)��.- 
# ���) !")�1 ��� ���� ��
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� ����

9 :-;;;%
5 %-:>8(
; %-8(%>
9= (-(89(
%7 (-8958
9:: 7-98;=

�"' � ;-9- 〈FPTN−particle〉 ��� ��3���#� N -

�"!� �� ��� N &"���! �) )��+ � '� �0�# )������- ���������1 *� !"# +)� ��� �)��."�� 〈T1〉 ≤
〈FPTOne−particle〉/N2-

�� #�* #��� �� )&�!��$ ��� ��� ��)���'+���# ��� �#� )."  �����#- 
) "# "&&��,�."���#1 *�

!���)� ��� �,&�#�#��" ��!��")�#� ��)���'+���#1 ����1 ��� &��'"'� ��$ ��"� t < T1 < t+Δt �) ��0�#

'$ P (t < T1 < t + Δt) = exp(−t)Δt- 
# ���) !")�1 *� 2#� #+.���!"  $ ��"� 〈FPTN−particle〉 =
√
N〈T1〉1 ") )��*# �# �"' � ;-9- ���) )6+"�� ���� )!" �#� �) �# $ "&&��,�."��-

�+� �� �) ! �"� ��"� 〈FPTN−particle〉 �= N2〈T1〉- 	)�#� ��� "&&��,�."�� )6+"��/���� )!" �#�1

*� �"0�

E;-9F 〈FPTOne−particle〉 ≥ N
√
N〈FPTN−particle〉

��� �*� .��� ) ��0� ��3���#� ��)+ �)- ��"� �) �� )"$1  �� +) !�.&"�� " .��� *��!� +)�) "

)�#� �/&"���! � ��3+)�#� �0�� ��� &���#��" )+��"!� �� ��� �� ��#� �� ��� �#���� &�����# 0��)+) "

.��� �� N &"���! �) ��3+)�#� �#��&�#��#� $ "#� )�.+ �"#��+) $ �"!� �0�� ��)  �!" &���#��" 

)+��"!�- ��� �#�/&"���! � )$)��. .+)� ��3+)� " �#� ��� ��"!���# !�����#"��1 ��� �#���� ��)�"#!�

���. +#�� ��� �� #"��0� )�"��- �"!� �� ��� N &"���! �) #���) �� ��3+)� �# $ ��) !�#���'+���# ��

��� *�� �/&�����# ��)�"#!�@ �# ��� !")� !�#)������ �"!� &"���! � !�#���'+��) 1/N �� ��� ��)�"#!�-

�� 2#� ��"� ��� �#�/&"���! � ��3+)��# �) .+!� ) �*�� ��"# ��� N /&"���! � .��� -
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���- ;-% )��*) ��� !�.&"��)�# �� ��� )�.+ "���# ��)+ �) *��� ��3���#� 2�)- ��� )6+"�� 2� �)

#����� �� ."4� ��� ���� �� N /&"���! � ��3+)��# ��� )".� ") �#�/&"���! � ��3+)��#- ��.&"���

�� ��� )6+"�� 2�1 ��� )6+"�� ���� 2� �) ! �)�� �� ��� )�.+ "���# ��)+ �)-
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MFPT=\sqrt(N)
simulation results

���+�� ;-%- ��� !�.&"��)�# �� ��� )�.+ "���# ��)+ �) *��� ��3���#� 2�)-

���+�� ��� )6+"�� ���� �) " '����� 2� ��"# ��� )6+"�� 2�1 �� )��  !"# #�� 2� ��� )�.+ "���#

��)+ �) *�  - 
 '����� 2� �) log(n)1 ") )��*# ���- ;-%- ���  "���� n �)1 ��� '����� ���  �� 2�1

") )��*# �# ���- ;-(- 
# ���) 2�+�� *� !���)� n = 100 ") ��� ������#!� &��#�@ MFPTn =

MFPT100 log(n)/ log(100)- ���*��# n = 25 "#� n = 1001 ��� ����� '��*��# ��� )�.+ "���#

��)+ �) "#�  �� 2� �)  �)) ��"# 5%-


� ��� ��)���'+���# �� ��� ��� ��� ��� �#� &"���! � ��3+)��# &��' �. �) p(t)1 ���# ����

�) MFPT =
∫∞
0 tp(t)dt- ��� "#$ 4�#� �� &��' �.1 �#!� *� 4#�* p(x) *� !"# !" !+ "�� ���

!����)&�#��#� ����- �� ��2#� P (t) =
∫ t
0 p(x)dx1 *���� P (t) �) ��� &��'"'� ��$ ��"� ��� ����
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� ����

9 9-:::
5 %-:8((
; %-8%;:
9= (-(8:>
%7 (-89=:
9:: 7-98>5

�"' � ;-%- 〈FPTN−particle〉 ��� ��3���#� �1 !" !+ "��� +)�#� ��� �#����" �# E;-%-

�)  �)) ��"# t- ��� ��� N /&"���! � ��3+)��# &��' �.1 ��� &��'"'� ��$ ��"� ���  "���)� ��� �)  �))

��"# t �) PN (t) = P (t)N - ���# ��� &��'"'� ��$ ��)���'+���# ��� pN (t) �) pN (t) = dPN (t)
dt =

Np(t)P (t)N−1- 
� *� & +� p(t) = exp(−t) �#�� ��� �,&��))��#1 *� �"0�@

E;-%F MFPTN = N

∫ ∞

0
t exp(−t)(1 − exp(−t))N−1dt

�+.���!" !" !+ "���# �� ���) �#����" 1 )��*# �# �"' � ;-% ��0�) ��� )".� ��)+ � ") ��� )�.+ "���#

��)+ �) )��*# �# �"' � ;-9- ���) �) "#����� &���� �� )��* ��"� ��� )�.+ "���# �) !����!�-


� )��.) ��"� ��� �#� &"���! � ��3+)��# ���.+ "���#1 *��!� +)�) ��� ���� �#���$ �� ��� �#����

&�����# 0��)+) �#�/��/�#�  �#��� ") ��� ��3+)��# &���#��" ���) #�� *�  )�.+ "�� ��� "!�+" 

&�����# �� ��#� &��!��+��- �� !�+�)�1 ���) !�#! +)��# ��&�#�) +&�# ��� "))+.&���#)- ��� 2�)�

"))+.&���# �) ��"� ��� ".�#� "!�� !�.&�#�#�) �� � �#��&�#��#� $- ���������1 "  �� ���. "��

�� ��#� )�.+ �"#��+) $- 
� ��� �&&�)��� �,���.� �) ��� )��+"���# �# *��!� ��� !�.&�#�#�) �� �

)�6+�#��"  $ �#�/'$/�#�- �0�# �� ����� "�� N !�.&�#�#�)1 "� "#$ ��.� ����� *�+ � '� �# $ �#�

!�.&�#�#� �� ��#�- ���) *�+ � '� �6+�0" �#� �� ��� �#�/&"���! � ��3+)��# &��' �.- 
# ���) !")�1

��� �#� &"���! � ��3+)��# *�+ � *�  "&&��,�."�� ��� �� ��#� &��!��+��-

�� *�+ � �,&�!� ��"� &�����# �� ��#� �"  ) )�.�*���� '��*��# ��� ���"  $/�#��&�#��#� &��/

!��+�� "#� ��� )�6+�#��" &��!��+��- ����"&)1 ��� *�� � &��!��+�� !"# '� ��0���� �#�� )�0��" 

&�")�)- 
# �#� &�")�1 )�.� �� ��� !�.&�#�#�) �� � �#��&�#��#� $1 *�� � ��� �����) 4��& )��  - 
#
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MFPT=log(N)

���+�� ;-(- ��� log �+#!���# �) " '����� 2� ��"# ��� )6+"�� ����-

��� #�,� &�")�1 )�.� ��3���#� !�.&�#�#�) �"4� &"�� �# ��� �� ��#� &��!��+��- ���#1 ��� "!�+" 

�� ��#� .����  �� '��*��# ��� �#�/&"���! � "#� N /&"���! � &��!��+��)-

��� )�!�#� "))+.&���# *� ."�� �) ��"� "  ��� !�.&�#�#�) "�� ���#��!" - 
� ���$ "�� #��1 ���#

��� ) �*�)� �#��&�#��#� !�.&�#�#� �# �"!� &�")� �����.�#�) ��� ���- �� !"# +)� �#� &"���! �

��3+)��# �� )�.+ "�� ���) !�.&�#�#�- �� )�.+ "�� ��� *�� � �� ��#� &��!��+��1 ��� �#�/&"���! �

��3+)��# .��� !"# )��  '� +)��1 '+� #�* ��� &���#��" 2� � �) #�� ��� ���� �#���$ �� ��� �#����

&�����#- �"����1 �� �) ."�� +& '$ !�##�!��#� "  ��� �#���$ !�"#��) �� ��� ) �*�)� !�.&�#�#�

�# �"!� &�")�- 
# ���) !")�1 ��� �#�/&"���! � ��3+)��# &��' �. �) )��  +)��+ �� +#���)�"#� ���

&�����# �� ��#� &��' �.-
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3����� 5.�0 ��� �� �� 1/L2


# ���) )�!���# *� +)� ��.�#)��# "#" $)�) �� �����.�#� ��� ���� *��# �# $ ���  �#��� �� ���

&���#��" 2� � !�"#���- ����� "�� 20� 0"��"' �) ��� ���) &��' �.@ T E��.�F1 L E �#���F1 G

E�#���$F1 kBTΘ E��.&��"�+��F "#� D E��3+)��# !��S!��#�F- ����� "�� ����� '")�! 0"��"' �)@ T 1

L "#� M - �")�� �# ��.�#)��# "#" $)�) �����$ *� �"0� �*� ��.�#)��# �)) �+#!���#)@
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� ��� �� ��#� )�6+�#!� �) B → A → C1 ��� �#���$ '"�����) *�  '�!�.� 4kBT 1

4kBT "#� 1kBT E") )��*# �# ���- 9:-8F- ��.� "� $ *� !"# !�#)��+!� ��� ����� )�6+�#!�)-

��� ����) ��� �� ��#� *��� �*� �� ����� '�#�) ���.�#� )�.+ �"#��+) $1 )+!� ") AB → C

�� ABC "�� #��  �)��� ����- ���$ "�� " *"$)  �#��� ��"# '�#� ���."���# �#�/'$/�#�-



9==

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

���+�� 9:->- ���� �#���$ ��"��". ��� )�6+�#!� A→ B → C *��� �,���#" ���!�-
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6

���+�� 9:-8- ���� �#���$ ��"��". ��� )�6+�#!� B → A→ C *��� �,���#" ���!�-

�� !"# )�� ���. �"' � 9:-% ��"� �� ��#� ����� ."����) ���) ��.�- C → B → A ��0�) ���

�")��)� �� ��#�- ���) .�"#)1 *��# ����� �) �,���#" ���!�1 )����/�"#�� ��3+)��# )��+ � �"&&�#

2�)�1 ���# ��� .��� �/�"#�� ��3+)��#1 ���#  �#�/�"#�� ��3+)��#-
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��6+�#!� ����

A→ B → C 9=-(%
A→ C → B 9=-(%
B → A→ C =->:>=
B → C → A =->:>=
C → A→ B 8-9>;%
C → B → A 7-(;9

�"' � 9:-%- ���� ��� ��3���#� �� ��#� )�6+�#!� *��� �,���#" ���!� F - E�� �"�#
"# ���" �� "&&��,�."�� $ ��*  "��� ���) ���!� .���� '�1 �� ��� ��)�"#!� '��*��#
C "#� c �) 1 #.1 ���# ��� ���!� �) "&&��,�."�� $ 4 &�-F

��6+�#!� ����

A→ B → C %%9-7
A→ C → B %%9-7
B → A→ C %5-(5
B → C → A %5-(5
C → A→ B (8-=8
C → B → A 99-78

�"' � 9:-(- ���� ��� ��3���#� �� ��#� )�6+�#!� *���  "���� �,���#" ���!� %F -
E�� ��0� "# ���" �� "&&��,�."�� $ ��*  "��� ���) ���!� .���� '�1 �� ��� ��)�"#!�
'��*��# C "#� c �) 1 #.1 ���# ���!� �) "&&��,�."�� $ 8 &�-F

���# *� ��+' � ��� ���!� ���. F �� 2F 1 ��� ����) ��� ��3���#� )�6+�#!�) "�� )��*# �#

�"' � 9:-(- 
� ��� ������ ���!�1 ��� "�0"#�"�� �� )�6+�#!� C → B → A �) ."�� ! �"���- ���

�,���#" ���!� F 1 ��� )�!�#� �")��)� )�6+�#!� �"4�) ��.� 24%  �#��� ��"# ��� �")��)� )�6+�#!�-

��� � ��� �,���#" ���!� 2F 1 ��� )�!�#� �")��)� )�6+�#!� �"4�) 110%  �#���- ���  "���� ���

�,���#" ���!� �)1 ��� ���"��� ��� "�0"#�"�� ��� )����/�"#�� ��3+)��# �� �!!+� 2�)�-

���) ��0�) +) " &�!�+�� �� ��� &�����# �� ��#� &��!��+�� +#��� �,���#" ���!�- �"��� ���!�

� �.�#"��)  �#�/�"#�� ��3+)��#1 ."4�) ��� &�����# ���. #����'���#� '�#�) 2�)�1 "#� ���# *���

��� �� & �� ���)� '�#�)1 �#���"  $  �#�/�"#�� ��3+)��# '�!�.�) �")��� �� 2#�)�-
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����� '���������

M��$ �) ��� �� ��#� ��.� #�� )�#)���0� �� ��� �,���#" ���!�AN 
# )�!���# =-9;1 �� �) )��*# ��"�

#�� �# $ �) Δx )."  !�.&"��� �� ��� ���" &�����#  �#��� !�"#��1 '+� " )� �� ��)� � �) " �+#!���#

�� ��� 0" +� �� ��� �,���#" ���!�-

M��$ �) Δx " �+#!���# �� ��� "&& ��� ���!�AN ��� "#)*�� �� ���) 6+�)���# �) ��"� Δx ��!��")�)

*��# ��� �,���#" ���!� �#!��")�) '�!"+)� "  "���� ���!� � �.�#"��)  �#�/�"#�� ��3+)��# .���

�S!��#� $- ��� ���� �#!��")�) �,&�#�#��"  $ ") expFΔx/kBT - ��1 �� ��#� ����+�� "  �#���

Δx �) ."�� .+!� �")��� '$ ��0���#� " )�#� � !�"#�� �# Δx �#�� ."#$ )."  �� !�"#��)- 
#�����

&��#� �� 0��*1 �� �,& "�# ���) ��)+ �1 �) ��"� ��3+)��# �0��  �#� ��)�"#!�) *����+� ��� "�� ��

'�#��#�1 '�!�.�) �,&�#�#��"  $  �)) &��'"' � ") ���!� �) �#!��")��- ���  "���� �,���#" ���!�)1

)������/�"#�� ��3+)��# '�!�.�) .��� "#� .��� �.&���"#�- ���������1 �� *� +)� )�.� 4�#� ��

M"0��"��N Δx �� ��)!��'� ��� �� ��#� &��!��+��1 �� *�  '�!�.� )������ "#� )������1 +#�� �� ��"!��)

" &�$)�!"  �.��- ���)  �.�� .���� '� ���  �#��� �� " )�#� � ".�#� "!��-

M���) ��� "&& �!"���# �� "# �,���#" ���!� ��)+ � �# �# $ ���  �#�"� )���� �� ��� �#���$  "#�)!"&�

E") )+���)��� '$ ���- 9:-9F-N ��� ���) 6+�)���#1 ��� "#)*�� �) ��"� ���!� ���) #�� �# $ !�"#�� ���

������ �� ��� �#���$ '"�����- 
� !"# !�"#�� ��� )�6+�#!� �� ��� �� ��#� &��!��+�� ") �) " ��"�$

"&&"��#� ���. ��� "#)*�� �� ��� &��0��+) 6+�)���#-

��* .+!� �� " !�"#�� ����� �) �# ��� �� ��#� )�6+�#!� ��&�#�) �# '��� ��� ."�#��+��

�� ��� �,���#" ���!� "#� ��� &�����# �� ��#� )�6+�#!� *��# ����� �) #� �,���#" ���!�- ���

�,".& �1 �� #"�+�"  $ E*����+� "# �,���#" ���!�F �# ��� &�����# �� ��#� )�6+�#!�1 ��� �/���.�#+)

!�.�) �� ��� �/���.�#+) �� ���. " '�#� "� ��� 2�)� )��&1 ���# " )."  ���!� *�  � �.�#"�� ���)

)��&- �# ��� ����� �"#�1 ��� )���� �"#�� �#���"!���#) )+!� ") ��� ���."���# �� "# α �� �,1 ���

�� ��#� )�6+�#!� .���� #�� '� "3�!��� '$ ��� )".� ���!�- 
� !"# '� )��# ���#1 ��"� " &"�".����

*��!� .���� ��)!��'� ��� ���!�/)�6+�#!� �3�!�) 6+"#���"��0� $ �) exp(s̄F/kBT )- ����� s̄ �) ���

"0��"�� ��)�"#!� '��*��# '�#��� ".�#� "!��) E�,! +��#� &�&���� '�#�)F �# ��� #"��0� )�"��-
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� �) �#����)��#� �� #��� ��"� s̄ �) �6+" �� ��� !�#�"!� ����� ��.�) ��� !�#��+�  �#��� �� ���

&�����# B��C-

���	� <�� (����!������!��# ����� �&������� (�!� 

�#� *��� $ "!!�&��� ��"��". ��� ��� �*�/)�"�� .��� �) ��� )� �� & �� )��*# �# ���- 9:-9@ �*�

 �!" .�#�.+. E+#�� ��� )�"�� "#� #"��0� )�"��F "�� )�&"�"��� '$ "# �#���0�#�#� &�"4- ���� "

!���"�# �"��1 ��� &�����# !"# !�"#�� ���. �#� )�"�� �� ��� �����- ����� �) "!�+"  $ �#� �����#

"))+.&���# ��� ���) ��)!��&���#@ ��� �� ��#� &"��*"$ �) ��� ��0��)� �� ��� +#�� ��#� &"�� *"$-


) ���) ��+�A 
# ��#��" 1 #�- �� !"# +)� ��� �����/'�#�) &�����# .��� �#����+!�� "'�0� ") "#

�,".& �- �� +#�� � ��� ����� "#� !�.&"!� #"��0� &�����#1 ��� +#�� ��#� )��+ � '��"4 ��� �����

'�#�) )�.+ �"#��+) $1 "#� ���# "  ��� ".�#� "!��) *�  '� ���� �� .�0�- ���) +#�� ��#� ��"��".

�)  �4� ��"� )��*# �# ���- 9:-=@ �0��!�.� �#� ���� �#���$ '"�����1 ���# �� �� ��� +#�� ���

)�"��- ��� ��� �� ��#� &��!��+�� "  �#�  ��)� )��+!�+�� !�"#��) �#�� " ����� �#�- 
) ��)!+))��

�# ��� �� ��#� )�.+ "���#)1 "#� )��*# �# ���- 9:-51 �� ��#� 0�" .+ ��& � &�"4) �) " �")��� �� ��#�

&"��*"$ ��"# ���.�#� "  ����� '�#�) )�.+ �"#��+) $- ��+) ��� �� ��#� "#� +#�� ��#� &"��*"$)

"�� ��3���#�-

��#��"  $1 ���#1 ��� �� ��#� &"��*"$ �) #�� ��� ��0��)� �� ��� +#�� ��#� &"��*"$ "#� !"# #��

'� ��)!��'�� �# ��� )".� ��"��". )�.& $ '$ .�0�#� �# ��� �&&�)��� ����!���#-

�# $ �#� !")� �) "# �,!�&���#@ ��� .� ��# � �'+ � .��� - ��� ���) .��� 1 ��� �� ��#� &��!�/

�+�� �) ��"� ��� ".�#� "!��) �� #�� ���. '�#�) +#�� "  �� ���. 2#� ��� !����!� &�)����#- �#!�

���$ "�� &�)����#�� #�"� ��� #"��0� )�"��1 ���# '�#�) ���. "� ��� )".� ��.�- ���) �) ?+)� ���

��0��)� �� ��� +#�� ��#� �# *��!� "  ��� '�#�) '��"4 )�.+ �"#��+) $1 "#� ��� ".�#� "!��) ���#

�� �� ����� +#�� ��� &�)����#)-
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��
���� 99

���'����	� ����! 	� ���� (�	����1 �
��� 2

��� ��  �*�#� )�!���# �) '")�� �# " &"&�� )+'.����� ��� &+' �!"���#- ��#!�1 ��) )�$ � �)

)�.�*�"� ��3���#� ���. ��� &��0��+) )�!���#)- 
# ���) )�!���# *� "&& $ ��� ���") �� ��� )�.& �

ABC .��� �# ��!- 9:-9 �� ��0� �& " .��� )�&��)��!"��� .��� "#� "&& $ �� �� " ��" &�����#1

��")� �- �� )��* ��"� '$ +)�#� ���) 
#��0��+" ��#� E
�F .��� 1 *� !"# )� 0� )�.� &+DD �)@

��$ !"# &�����#) )��  �� � �")� *��� "# "&& ��� �,���#" ���!�A ��$ ���) ��� !�"�"!����)��!

�� ��#�  �#��� ��!��")� *��# ���!� �#!��")�)A ��$ "�� ����� )."  "!!+.+ "��� !�"#��) �#

�,��#)��# '����� "  "��� !�  "&)� �"&&�#)A

����� ��������

�� '�!�.� �&��"���#" 1 &�����#) �� � ���. ����� #")!�#� �,��#��� !�#���."���# �#�� " !�./

&"!� ���.- �� ��#� �) ����# ��)!��'�� '$ ��� �*�/)�"�� .��� �# *��!� ��� &�����# �) !�#)������

������ �� ��� �� +#�� ���- ���# )����!��� '$ "# "&& ��� ���!�1 ��� �*�/)�"�� .��� &����!�) ��"�

��� ����/�#���$  "#�)!"&� *�  '� �� ��� "#� �� ��#� ��.�) *�  ��&�#� )�#)���0� $ �# "&& ��� ���!�-

�� )��* ��"� +#��� "# �,���#" ���!�1 ��� �*�/)�"�� .��� �) �#!�#)�)��#� *��� .�")+��.�#�) ��

�� ��#� ��.�) "#� �� ��#� &"��*"$- 	)�#� ��")� � ") "# �,".& �1 *� &��)�#� " .��� �# *��!�

�� ��#� �) !�.&��)�� �� )."  �� .����#) �#��0��+"  $ "!��� +&�# '$ ��� "&& ��� ���!�- ��� .��� 

#"�+�"  $ �,& "�#) ��* !��&��"��0��$ "��)�) *��# "# "&& ��� ���!� �) &��)�#� "#� *�$ �')��0��

�� ��#� ��.�) '�!�.�  �)) )�#)���0� �� ��� �,���#" ���!� ") ���!� �#!��")�)1 *�� � ��� �*�/)�"��

.��� &����!�) ��� �&&�)��� ���#�-
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����� ���2#����!

������#) "))�.' �� '$ ��� ��'�)�.� ")  �#�"� !�"�#) �� ".�#� "!��) )+')�6+�#� $ �� � �#��

!�.& �, �����/��.�#)��#" �+#!���#" ���.)- �� )�+�$ �� ��#� �# ���  "'��"���$1 )�#� � &�����#

.� �!+ �) "�� 2�)� +#�� ��� '$ ��� "&& �!"���# �� " ���� ���!� +)�#� "��.�! ���!� .�!��)!�&$ ��

 ")�� �*��D��) B	1 *1 ��1 �
1 ��1 ��1 
31 �
1 �3C- ��� ���!� �) ���# ���+!�� �# )���#��� "  �*�#�

�� ��#� �� �#)+�- 
� �") '��# )+���)��� ��"� �� ��#� +#��� " 2#��� "&& ��� ���!� !"# '� +)�� ��

�#0�)���"�� )�"��) *��!� �����*�)� "�� ��� ��"#)����$ �� '� "!!+�"�� $ �')��0�� "#� �� �#0�)���"��

�����#) �� ��� �� ��#�  "#�)!"&� *��!� .���� �����*�)� '� �#"!!�))�' � B��C-


� �) �.&���"#� �� �����.�#� �� �� ��#� +#��� "# "&& ��� ���!� �  +)��"��) ��� ���!�/���� �� ��#�

&��!�)) �� �� ���!� " ���) ��� �� ��#� &"��*"$- ��� �*�/)�"�� .��� &�)�+ "��) " ����/�#���$

'"����� )�&"�"��#� ��� �� ��� "#� +#�� ��� )�"��) �# *��!� ��� &�����# *�  '� �')��0��1 ���-

99-9
- 
!!����#� �� �*�/)�"�� �$#".�!)1 ��� �3�!� �� "# �,���#"  $ "&& ��� ���!� F �) �� "!!� ��"��

��� ���!�/���� +#�� ��#� �"�� ���. α0 �� α0 exp(FXu/kBT )1 "#� �� ) �* ��� D���/���!� �� ��#�

�"�� ���. β0 �� β0 exp(−FXf/kBT ) B�
C-

������# ΔL E#.F Xu E#.F Xf E#.F ��+�!�
+'�6+���# %5 :-%7 %(->7 B��C
"#4$��# 9%-5 9-> 9:-> B
�C
)&�!���# (9-> 9-7 (:-% B��C
��/


 %8-7 :-( %8-% B
*C
����# %7/%8 :-( %5->/%>-> B��C

&��?�!��# %> :-9> %=-8 B3C
�"' � 99-9- ��#���) '")�� �# ��� �*�/)�"�� .��� - 	)�#� ���  �#��� ��3���#!�
'��*��# �� ��� "#� +#�� ��� )�"��) ΔL "#� ��� ��)�"#!� '��*��# �� ��� "#�
��"#)����# )�"��) Xu1 �� �) ��+#� ��"� ��� �� ��#� ��)�"#!� Xf = ΔL−Xu '��*��#
��� ��"#)����# "#� +#�� ��� )�"��) �) �$&�!"  $ .+!�  "���� ��"# ��� +#�� ��#�
��)�"#!� Xu B�
C- E
� �� �) #�� ��&�����1 *� +)� ��� .",�.+. 0" +� Xu = 9-> #.
�# !�.&+��#� Xf -F

��� �� ��#�  �#��� )!" � Xf �) �$&�!"  $ .+!�  "���� ��"# Xu1 �"' � 99-9- ��#)�6+�#� $1

"!!����#� �� ��� �*�/)�"�� .��� 1 "# "&& ��� ���!� ���.�#��+) $ ) �*) �� ��#�- ��� +'�6+���#1
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���+�� 99-9- E�F ���� �#���$ 0��)+) �#�/��/�#�  �#��� ��� ��� �*�/)�"�� .��� -
Xu EXf F �) ��� ��)�"#!� ���. ��� �� ��� E+#�� ���F )�"�� �� ��� ��"#)����# )�"��-
��� ���� �#���$ ��� D��� "&& ��� ���!�1 ' +�  �#�1 "#� ��� "# "&& ��� ���!�1 ���
 �#�- ���!� �� �) ��� &��2 � '$ "  �#�"� ".�+#� FX "#�  �#����#) Xf B�
C- E�F
�� ��#� ��.�) ") " �+#!���# �� "&& ��� ���!�- 
))+.�#� T (F ) ∝ exp(FXf/kBT )1
" !�#)�"#� Xf $�� �) " )��"����/ �#� ��&�#��#!�1 )+!� ") )��*# '$ ��� ' "!4  �#�-
��� �*�/)�"�� .��� &����!�) ��"� Xf �#!��")�) *��� "&& ��� ���!� ") )��*# �#
E
F1 *��!� $�� �) " �")��� ��"#  �#�"� �#!��")�1 ") )��*# '$ ��� ���  �#�- E�����F
��*�0��1 2���#� Xf ����+�� "# �#!��")�#� #+.'�� �� �"�" &��#�) E' +� ���)F ���
��� �� ��#� ��.�) �� +'�6+���# E���. B��1��CF ���. ���  ���/.�)� ��+� ����+�� ��
"  &��#�)1 )��*) ��"� Xf ��!��")�) ") " �+#!���# �� ���!�-

��� D���/���!� �� ��#� ��.� �) "&&��,�."�� $ 0.003 ) B��C- 	#��� "# "&& ��� ���!� �� F = 15 &�1

��� �� ��#� ��.� *�+ � '�!�.� 0.003 × exp(15 × 23.75/kBT ) �� "&&��,�."�� $ 1022 $�"�)- ���1

��"� +'�6+���# �) �')��0�� �� �� � �# )�!�#�) B��C )+���)�) ��"� �� ��#� ���) #�� &��!��� �# "#
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"  /��/#����#� �*�/)�"�� ?+.& �0�� "  "���  �#��� )!" �1 '+� �"���� �) '��4�# ��*# �#�� )."  ��

)��&) *��� Xf << 20 #. B
�1 �3C- 
# �+  "�� �	 ��� B3C1 " ���+�� ���$ .�")+�� Xf 	 26.8 #.

!�#)�����#� " �*�/)�"�� &��#�/��/0��* ��� &��?�!��#1 ���$ 2#� ��"� ���$ .+)� �#����+!� ��� .+!�

)������ �� ��#�  �#��� )!" � �� 9-9 #. �# ����� ��� ����� ��#��/�"� � )�.+ "���# �� !����!� $

&����!� �� ��#� ��.�)- �����0��1 ���+�� ��� �*�/)�"�� .��� &����!�) ��"� ��� !�"�"!����)��!

�� ��#�  �#��� �#!��")�) *��� "&& ��� ���!� E)�� ���- 99-9
F1 .�")+��.�#�) �� �� ��#� ��.� E B��C

���- 5�F ��0�" ��� �&&�)��� ���#�1 ���- 99-9�-


# B��C1 ��� "��.�! ���!� .�!��)!�&� �) +)�� �� )����!� " !�"�# ��  �#4�� +'�6+���# ��."�#)-

��� �')��0"���# E B��C ���- �5
F ��"� *�� � ��."�#�#� �# ��� +#�� ��� )�"�� ��� �#�/��/�#�

 �#��� )��"�� $ ��!��")�)1 ���) #�� 2� *��� ��� �*�/)�"�� .��� *��!� &����!�) "# "  /��/#����#�

��"#)����# '��*��# )�"��)- �"����1 ��� )��"�� $ ��!��")�#�  �#��� )+���)�) ��"� ����� �) "# "!!+/

.+ "���# �� )."  /)!" � ��"#)����#)- ��.� "� $1 "#� ") *� *�  ��)!+)) �# ���"� 1 "#��!���#� �� "

 "���/)!" � ��"#)����#1 ��� ���� ��#� �� ��")� � " )� )��*) "# "!!+.+ "���# �� )."  /)!" � !�"#��)

�#��!"��#� " ��0�"���# ���. ��� �*�/)�"�� .��� B�
C-

���
� ��!�-�!�� ���! (�!� 

�� �#����+!� " .�#�." �)� 
#��0��+" ��#� E
�F .��� �� �� ��#� +#��� "&& ��� ���!�1 *��!�

�) "&& ��� �� ��� �� ��#� �� ��")� �1 )�� ��!- 99->- 	)�#� )��+!�+�" �"�"1 100 �$�����#/

'�#��� &"��) �� ".�#� "!��) �# ��� #"��0� )�"�� "�� ���#��2��- ���)� &"��) �� ".�#� "!��)

+#����� ��	�
��	���
1 *���� "� �"!� ��.� )��&1 ��� &��'"'� ��$ �� ���. " '�#� �) &��&�����#" ��

R0 exp(−Fxrs/(kBT ))1 *���� R0 �) ��� D���/���!� �� ��#� �"��1 "#� �,��#)��# xrs �) ��� !�#��+�

 �#��� '��*��# ".�#� "!��) r "#� s &��?�!��� �#�� ��� ����!���# �� ��� "&& ��� ���!� '$ +)�#�

��� *��./ �4� !�"�# .��� - 
) �"!� '�#� ���.)1 ��� �,��#)��# �� ����� �#���#�1 #��/$�� '�#���

�#���"!���#) ."$ !�"#��1 ���- 99-%- 
  �#���"!���#) �!!+� )�.+ �"#��+) $ B�31 ��1 ��1 	
1 	�C1

"#� ��� "&& ��� ���!� "!�) �# ��� �#���"!���#) �#��0��+"  $ B��C- ��� �3�!� �� ���!� �) �6+�0" �#�
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���+�� 99-%- 
� .��� ���.���$- ���# " '�#� ���.) '��*��# ".�#� "!��) i "#�
j@ E9F ��� �#���"!��#� &"��) �� ".�#� "!��) �#���#" �� ��� '�#� E)��*# �# ' +�F
*��!� �"0� #�� $�� '�#���1 )+!� ") m "#� n1 "�� )��� ��� ���. ��� "&& ��� ���!�
F "#� !�#��#+� ����� �� ��#� )+'?�!� �� F = 0- E%F ��� !�#��+�  �#��� ��� "  
�#���"!���#) �,���#" �� ��� '�#� E)��*# �# ���F1 )+!� ") '��*��# r "#� s1 "��
)�����#�� '$ � �.�#"��#� ��� �,��#)��#  �#��� �� ��� ".�#� "!��) #�* �#���#" ��
��� '�#�1 )�� ��!- 99->-

�� �� ��#� ��� �#���$ &��2 � ") )��*# �# ���- 99-9
1 '+� *��� ��� !�+!�" ��)��#!���# ��"� �"����

��"# '��#� "&& ��� �� ��� &�����# ") " *�� �1 ") �# ��� �*�/)�"�� .��� 1 ��� �� � �) "&& ��� ��

�"!� �#���"!���# �#��0��+"  $- ��� )".� D���/���!� �� ��#� �"�� R0 �) "))+.�� ��� "  '�#�)- ���)

�6+" /�"�� "))+.&���# ."$ #�� '� ��" �)��!1 '+� *� +)� �� �� �.&�")�D� ��"� ��� 
� .��� �) #��

'�")��1 '$ &��/)� �!��#� �� ��#� �"��)1 ��*"�� "#$ &"���!+ "�  �#��� )!" �- �"����1 ") *� *�  )��1

!�"#��) �#  �#��� )!" � "#� )�6+�#!� "�� �+� �� ���!�/�#�+!�� !��&��"��0��$-

����� 4��� ��

�$ �+##�#� ��� 
� .��� *��� "# "&& ��� ���!� *��!� �) ��!��")�#� �# ��.�1 *� !"# .�.�!

���  ")��/�*��D��) �,&���.�#� �� ��!!�#� �	 ��� B�
C *�� .�")+��� !�"#��) �#  �#��� �� ��")�

�1 ���- 99-(
- ���� ��� �,&���.�#�" "#� )�.+ "��� ��)+ �) )��* )�.� "� �� ��#� '��"0���1 ���-

99-(- ���� ��"� ��� �,&���.�#�) .�")+�� �,��#)��#"  �#���1 *�� � �+� .��� $�� �) !�#��+�

 �#���- 
'�0� "&&��,�."�� $ 15 &�1 ���  �#��� G+!�+"��) "'�+� " !�#)�"#� 0" +� �# ��� .�"/

)+��.�#�)1 *�� � �# ��� )�.+ "���#1 ���  �#��� " )� �) #�"� $ !�#)�"#�- ��"� 15 &�1 '��� ���

�,&���.�#�" "#� )�.+ "��� !+�0�) !�"#�� ) �&� ") ���  �#��� '���#) �� ��"�+"  $ ��!��")�- 
�

" ���!� �� "&&��,�."�� $ 5.5 &� �# ��� �,&���.�#�) "#� ) ���� $  �*�� �# ��� )�.+ "���#1 ����� �)
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���+�� 99-(- ��.&"��)�# �� �,&���.�#�" "#� )�.+ "���# ��)+ �)- E�������	F �,/
&���.�#�" ��)+ �) ������D�� ���. B�
CO) ���- 91 ��� ."��#�" !��! �) ."�4 ��� ���!�
0��)+) �,��#)��# !+�0� ��� ��")� � &�����# P ��
 �"#� �)- ��� !$"# ���"#� �)
"�� ��� ���!�/�,��#)��# !+�0� ��� ��� ��
 �"#� �) " �#�1 )������ 37 #. " �#� ���
�,��#)��# ",�) �� )��* ��"� "'�0� "&&��,�."�� $ 15 &�1 ") ���$ "�� !�"#��#�
 �#��� "� ��� )".� �"��1 ��� �*� !+�0�) �"0� #�"� $ ���#��!" ) �&�)- ��"� 15 &�
��� !+�0�) ��0�"�� ") ��� ) �&� �� ��� ��")� � P ��
 !+�0� ��!��")�) �+� ��
��")� � �� ��#�- ��"� 5.5 &�1 ��")� � +#������) "  "��� ��!��")� �#  �#���-
E�F ��� ��3���#!� �# �,��#)��# '��*��# ��� +#)������ !+�0�) �# ��� 
#)�� ��0�)
��� ���!�/�,��#)��# !+�0� ��� ��")� � " �#�- E�F 
 �$&�!" )�.+ "���# ��)+ � ��
!�#��+�  �#��� ") " �+#!���# �� ���!� ���. ��� 
� .��� -

" &��!�&���+) ��!��")� �#  �#���- 
# ��� )�.+ "���#1 ���)  "��� ��!��")� �#  �#��� !"# '� )��# ��

!�.� #�� ���. ��� ���."���# �� �#� '�#�1 '+� ���. ."#$ )��&) �# �"&�� )+!!�))��# B
�C-

���	� 
��������-��$ ��! �� !��# ��1�����


# ��� 
� .��� 1 ��� ���."���# �� " '�#�  �"�) �� �*� ���.) �� !��&��"��0��$ *��!� ��#� ��

"!!� ��"�� ��� ���."���# �� ����� '�#�)@ ".�#� "!��) �#���#" �� " '�#� "�� )��� ��� ���. ���

"&& ��� ���!� F 1 "#� ".�#� "!��) �,���#" �� " '�#� �"0� ����� �#���"!���# ��)�"#!� )�����#��1

���- 99-%- ���) ���!�/�#�+!�� !��&��"��0��$ $�� �) �*� ��)��#!��0� �$&�) �� &"��*"$)1 )�6+�#��" 

�� ��#� "� ���� ���!�) "#� )�.+ �"#��+) �� ��#� "�  �*�� ���!�)- 	#���  "��� !�#)�"#� "&& ���
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���!�)1  �#�/�"#�� �#���"!���#) !"# #�� ����!� $ ���. '�#�)- �����/�"#�� �#���"!���#) '�#� .�)�

�")� $1 ��!��")�#� ���  �#��� �� .����"��  �#��� �#���"!���#) )� ��"� ���$ !"# )+')�6+�#� $ '�#�1

"  ��� *�� � '��#��#� ! �)�� �������� ���  �#���/�"#�� �#���"!���#) +#�� ���$ ��� !"# '�#�- ���)

�) " D�&&��/�$&� .�!�"#�). B	
CX#�� �&��"��#� ����+�� ��� �#���&�! �� �#��" &�! !�#���'+���#

�� ��� D���/���!� ���� �#���$1 '+�X�+� �� )�6+�#��" )."  /)!" � !�"#��) �� ��� *��4 ���. Fxij -

�� ��#� +#��� "  "��� "&& ��� ���!� !"# ���# "&&�"� ") " )��"�$ "!!+.+ "���# �� )."  !�"#��)

�#  �#���-

���&��"��0��$ !"# " )�  �"� ��  "��� "'�+&� !�"#��) �#  �#���- ��#)����1 ") " ��$ �,".& �1

" &�����# *��!� �") 20� )����/�"#�� �#���"!���#)1 �"!� ��  �#��� 1 #.1 "#� �����  �#�/�"#��

�#���"!���#) *���  �#���) 20 #.1 30 #.1 "#� 40 #.- ��� )���� �#���"!���#) "�� "))+.�� ��  ��

�#���#" �� ���  �#� �#�)- 
� ��� &�����# �) )+'?�!� �� " ��!��")�#� ���!�1 �#���"  $1 ��� ���!� �) )�

���� ��"� �0�# ��� )���� �#���"!���#) �"0� #� !�"#!� �� '�#�- 
) ���!� ��!��")�)1 ��� 20� )�����)�

�#���"!���#) *�  ���. '�#�) 2�)�- ��#)�6+�#� $1 E"))+.�#� ��� )�.& �!��$ ��"� ���  �#��� '��*��#

'�#��� ".�#� "!��) �) D���F ��� !�#��+�  �#��� ��� ��� �����  �#�/�"#�� '�#�) '�!�.�) 15 #.1

25 #.1 "#� 35 #.1 ��)&�!��0� $- �0�# *��� ��� "�� �� ��� )����/�"#�� '�#�)1 ���  �#�/�"#��

�#���"!���#) ."$ )��  #�� '� )+S!��#� $ )�����#�� �� '�#�- ��� ���!� 4��&) ��!��")�#� +#�� ���

)�����)� ��."�#�#� �#���"!���#1 97 #.1 ���.) " '�#�1 ���+!�#� ��� !�#��+�  �#���) �� ����� �*�

�#���"!���#) �� 10 #. "#� 20 #.- ��#!� +#��� ���) ���!� ��� 15 #. �#���"!���# !"# '�#�1 ���

)������ 10 #. �#���"!���# *�  6+�!4 $ 2#�)� '�#��#�- ���) '�#� ���+!�) ��� ��."�#�#� +#'�#���

 �#��� �� 10 #.1 *��!� ���1 *�  �"&�� $ '�#�- ��1 ��� ��� �����  �#�/�"#�� �#���"!���#)1 �#!� ���

)�����)� �#� ���.)1 "  ��� �����) *�  ���. �# �"&�� )+!!�))��#- �� "# �')��0��1 ���) !"# "&&�"�

") �#�/)��& '��"0���-

���� �$&�) �� !��&��"��0� '��"0��� "�� )��# �# ��")� �1 ���- 99-(
@ )�6+�#��" '�#��#�

'���##�#� #�"� 15 &�  �"�) �� " ��"�+" ���+!���# ��  �#���1 &��!���#� ��� #�"� $ )�.+ �"#��+)

�� ��#� "� 5.5 &�- �� !"# .��� ! �)� $ ��  �* ��� !��&��"��0� �� ��#� '$ ."#+"  $ &"+)�#� ���
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���+�� 99-5- ��#)�"#� ���!� )�.+ "���#) ��� ��� 
� .��� �� ��")� �- E�F ���
�"!� "&& ��� ���!� F = 1, 2, . . . , 10 &�1 ") �"!� '�#� ���.)1 ��) �#���" )�&"�"���#
" �#� ��� &�����# �# ���.) �� ��) )�6+�#!� ��)�"#!� �) & ����� �# ����� �� ���."���#
���. 9 �� 9::- E�F 
� �"!� �� ��� ����� ���!�) F = 1, 5, 10 &�1 ��� #+.'�� ��
�!!+���#!�)1 )+..�� �0�� ��# )�.+ "���#)1 �# *��!� ��� !�#��+�  �#��� !�"#��)
'$ " ��0�# ".�+#�- E�����F ��� 0" +� �� ��� .",�.+. !�"#�� �# !�#��+�  �#���
") " �+#!���# �� "&& ��� ���!�-

)�.+ "���# "#� 6+��$�#� ��� �+�&+� E#�� )��*#F- �� 2#� ��"� '$ F = 6 &�1 .�)� �� ���

)����/�"#�� '�#�) *����# ��� α �� �!�) "#� "#��&"�"  � β )����) �"0� �� ���  �"0�#�  �#�/�"#��

�#���"!���#) *���  �#���) ���. 7 �� 39 #.- ��� )�����)� �� ���)�1 ��� '�#� '��*��# �� �, 9 "#�

�� �, %1 ���.) 2�)�1 ��!��")�#� ��� !�#��+�  �#��� '$ 7 #.1 "#� )����#� �3 ��� )*��� ��!��")� �#

 �#��� )��# "� "'�+� 5 &� �# ���- 99-(�-
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���- 99-5 )��*) ��)+ �) ���. �+##�#� ��� 
� .��� ") " !�#)�"#�/���!� )�.+ "���#- ���- 99-5


)��*) ��"� ����� �) " !�#��#+" !�"#�� �# �� ��#� ����� +#��� "&& ��� ���!�- ��� ����� �� '�#��#�

'��*��# ".�#� "!��) *��!� "�� ! �)� 0��)+) �"� �# )�6+�#!� )�&"�"���# '�!�.�) �#!��")�#� $

��"��� '$ )�D�- E��� )�����)� )�6+�#!� ��)�"#!�1 ����� ��"# �#� β )���� �#���"!���# ��  �#���

�����1 �) �6+" �� ��+�1 ��� �#���"!���#) *����# α �� �!�)L  �#��� ��)�"#!�) E���  �#��)� �) 9%;F

"�� ��#��"  $ �+� �� �#���"!���#) '��*��# ��3���#� )�!�#�"�$ )��+!�+��)-F 
� ���  �*�)� ���!�

F = 1 &�1 ����� �) #� "&&"��#� &�������� �� ��#� �����1 "#� ���  �#��)� )�6+�#!� ��)�"#!�) > 100

��)&��)� ����+���+� ��� �� ��#� ����� " �#�)��� ��� )�����)�- 
) ��� ���!� �) �#!��")��1 2 ≤ F ≤ 4

&�1 ���  �#��)� ��)�"#!�) "�� �� "$�� ��   "��� �# ��� �� ��#� ����� >̃401 *�� � ��� )�����)� "#�

�#���.���"�� ��)�"#!�) ��."�# �#���)&��)�� ����+���+� ��� �� ��#� �����- ��� F ≥ 8 &�1 "  ��

��� )�����)� ��)�"#!�) �!!+&$ " #�"� $ !�#��#+�+) )���"41 �� ��#� 2�)� �# �����- ���$ "�� ��  �*��

'$  �#��� )�6+�#!� ��)�"#!�) ��"��� �# ��)�"#!�1 ���. )���� ��  �#�-

��#��+�  �#��� '��*��# "#$ &"���!+ "� &"�� �� �#���"!��#� ".�#� "!��) !�#��#+"  $ !�"#��)

") ����� &"��) '�#�1 ���- 99-%- ��� 2#" !�"#�� �# !�#��+�  �#��� '��*��# "# ".�#� "!�� &"��

!�.�) *��# �� ��)� � ���.) " '�#�1 ���- 99-5�- 
� ���  �*�)� ���!�1 F = 1 &�1  �#� �#���"!���#)

> 20 #. !"# �!!+�- 
) ���!� �#!��")�)1 �#���"!���#) ����+��  �#� ��)�"#!�) �"0�  ��� � !�"#!�

�� ���. ����!� $1 '+� �� $ �# )������ �#���"!���#) �� ���. 2�)� �# ����� �� �#!��.�#�"  $ ��!��")�

����� !�#��+�  �#���- 
� F = 5 &�1 '�#�) ���. ����!� $ �# $ '��*��# ".�#� "!��) )�&"�"���

'$  �)) ��"# 20 #.- 
� F = 10 &�1 ��� ��)���'+���# �� !�#��+�  �#���) *��!� ����!� $ '�#�

�) )������ �� �0�# )������  �#���)1 < 10 #.- ��� ��!��")�1 *��� �#!��")�#� ���!�1 �# ��� 0" +�

�� ���  "���)� !�#��+�  �#��� !�"#�� *��!� �!!+�) �+��#� �� ��#� �) "!!�.&"#��� '$ " )���� ��

��� �#���� ��)���'+���# �� !�#��+�  �#���) �� )������  �#���)- ���) )+���)�) ��"� ���  �#��� )!" �

*��!� )��+ � '� +)�� �� !�"�"!����D� �� ��#� *�  ��!��")� ") ���!� �#!��")�)- ���) �) !�#)�)��#�

*��� .�")+��.�#�) ���. +'�6+���# B��C *��!� )��* ��"� ���  �#��� )!" � Xf �����.�#�� ���.

�� ��#� ��.�) ��!��")�) ") ���!� �#!��")�)1 ���- 99-9�E
#)��F-
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����� 
��� ������

��.� "� �� �Y� .��� )1 �#!� " '�#� �) ���.�� �# ��� 
� .��� 1 �� !"# #�� '��"4- �+�/

����.���1 ��� 
� .��� �) )���!� $ �#�/��.�#)��#" 1 "!!�+#��#� ��� !�"#��) �#  �#��� " �#� ���

�#�/��.�#)��#" ��"!���# !�����#"��- 
) " &�����# �� �)1 ��) �����/��.�#)��#" ���.���$ �) !�#/

)��+!���1 $�� ��#� "# �#!��")�#� !�#���'+���# ���. '�#��#� "#� ���)��#" )��3#�))- ��#� '��"4�#�

"#� �����/��.�#)��#" ��$1 ��#���� �# ��� 
� .��� 1 "�� +#��+'��� $ #����� �� ��)!��'� ����� ")/

&�!�) �� �� ��#�1 )+!� ") '�)�"'� ��$ B�
1
�C-

��� ."�# �#)���� �� ���) &"&�� �) ��"� "&& ��� ���!� ���) #�� "!� ����!� $ �# ��� +#�� ���

)�"��1 '+� �"���� "!�) �#��0��+"  $ �# ��� ."#$ �#���"!���#) *��!� !�  �!��0� $ ���. ��� &�����#O)

�#)�"#�"#��+) )�"��- ��0��" !�#)�6+�#!�) �#)+�@ !��&��"��0��$1 �#!��.�#�" "!!+.+ "���# ��

 �#��� !�"#��)1 "#�  "��� )��&/ �4� !�"#��) �#  �#���- ���!� ��3���#��"��) )�"��) '$  �#��� )!" �1

."4�#� ��� �� ��#� &"��*"$ " �+#!���# �� "&& ��� ���!�- �"��� ���!�) �"0�� )������ �#���"!���#)

"#� �#!��")�#� $ � �.�#"��  �#�/�"#�� �#���"!���#) '$ )�6+�#��"  $ &"���#� ��*# ����� !�#��+�

 �#���-

��� D���/���!� �� ��#�1 ��� 6+�)���# �� ��������#���$ ��."�#)1 �-�- ��* ��3���#� &�����#) ��

��� &�����# �� � "� 0")� $ ��3���#� �"��) B�C- �� ��#� +#��� "# "&& ��� ���!� ."$ '� " *�#��*

�#�� ��"� 6+�)���#1 �# ��"� �� �#����+!�) ��������#���$ " �#� ��� ��"!���# !�����#"��1 "#� )� !"#

'� ����!� $ "))"$��- ���+!�+��) �� ��3���#�  �#��� )!" �) !"# '� ��"!4�� �# ��.� �� )�� ��* "#�

*��# ���$ �� �1 "#� ��* ���$ "�� "���� !��&��"��0� $ '$ ��� �� ��#� �� ����� &�����#) �� ���

&�����#-

�� ����1 &�����#) ."$ '� )+'?�!� �� �,���#" ���!�) ") ���$ "�� �,&��))�� '$ ��� ��'�)�.�1

�# ��� !��*��� !�  + "� �#0���#.�#�1 ") ���$ ��"#) �!"�� ����+�� .�.'�"#�)1 �#���"!� *���

)+')��"��)1 "#� "�� ����"���- 	#���)�"#��#� &�����#) +#��� "&& ��� ���!� �� &) +#���)�"#�

&�����#)O ��)&�#)� �� ���)� )���))�)- ��� 0��* )+&&����� ����1 ��"� "&& ��� ���!� " ���) ���
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�� ��#� &"��*"$1 �3��) " #�* &�))�'� ��$ �� ��* .�)�� ��� &�����#) ."$ "��)� *����# ��� !�  "#�

��#!�  �"� �� ��)�")�) &���#��"��� '$ .�)�� ��#� B��C-

����� 5����!�6 ,�(� ����� �� ��� ��!�-�!�� ���! (�!� 

�� +)� )��+!�+�" �"�" ���. ��� ������# �"�" �"#4 E���F ��� &�����# 9�!�- 
.�#� "!��)

"�� #+.'���� )�6+�#��"  $ i = 1, . . . , 155 ���. ��� C �� N ���.�#+)- �"!� ".�#� "!�� �) ")!��'��

�� "# α �� �,1 β )���� ��  ��& .���� "!!����#� �� ��) #"��0� )��+!�+��- 
  '�#��#� &"��) *����#

" .���� & +) '�#�) ≤ 0.35 #. '��*��# .����) "�� ���#��2��- ��� ".�#� "!��) ���.�#� ���)�

'�#�) "�� )"�� �� +#����� "# ��	�
��	���- ����� "�� 9:: )+!� �#���"!��#� &"��)- 
# ��� +#�� ���

)�"��1 ��� !�#��+�  �#��� '��*��# ".�#� "!�� &"�� i "#� j �) !" !+ "��� '$ (j − i) · 0.38 #.- 
)

�� ��#� &��!���)1 ��� !�#��+�  �#��� !�"#��)- ��� !�#��+�  �#��� '��*��# ".�#� "!�� i "#� j �)

)�.& $ ��� )+. �� ��� !�#��+�  �#��� !�#���'+���#) ���. �"!� ".�#� "!��- ��� !�#��+�  �#���

!�#���'+���# �� �#� ".�#� "!�� �) !" !+ "��� ") ��  �*)@ �� �� �) �#)��� �� " ���.�� β )���� '�#�1

��) !�#��+�  �#��� !�#���'+���# �) D���L �� �� �) #�� �#)��� �� " ���.�� β )���� '�#� "#� �� �) �#)���

�� " ���.�� α �� �, '�#�1 ��) !�#��+�  �#��� !�#���'+���# �) 0.15 #.L �����*�)� ��) !�#��+�  �#���

!�#���'+���# �) 0.38 #.- 
  ��� '�#�) ��"� �� #�� ���. *����# " β )���� �� α �� �, "�� ���"����

") )�!�#�"�$ '�#�)- ���$ "�� ���"��� ") β )���� '�#�) *��)� !�#��+�  �#��� !�#���'+���# �)

0.38 #. '����� '�#��#� "#� D��� "���� ���.�#� " '�#�- ��� �,��#)��#  �#��� xij E!�#��+�  �#���

&��?�!��� " �#� ��� ���!� ����!���#F �) !�.&+��� ���. ��� !�#��+�  �#��� +)�#� " *��./ �4� !�"�#

*��� &��)�)��#!�  �#��� 0.7 #.- �#!� " '�#� �) ���.��1 �� �) #�� &��.����� �� '��"4-

��� )�.+ "���# !"# #�* '� ��)!��'�� "!!����#� �� ��� ��  �*�#� ����� )��&)- E�F 
#��&�#��#�

�"�� �+ �@ 
� �"!� ��.� )��& Δt1 ��� &��'"'� ��$ �� �� ��#� ��� "#$ �#���"!���# '��*��# ".�#�

"!��) i "#� j �) &��&�����#" �� ��) �"�� R0 exp(−Fxij/kBT )Δt1 *���� F �) �6+" �� ��� "&& ���

���!� +# �)) i "#� j �) "# �#���"!���# �#������ �� " &��0��+) $ ���.�� '�#�1 �# *��!� !")� F = 0

"!!����#� �� E���F- ������� �� #�� " &"���!+ "� �#���"!���# ���. " '�#� �) ��!���� '$ " �"#��.



989

#+.'��- 
  '�#�) "�� ��0�# ��� )".� D���/���!� �� ��#� �"�� R0 = 1.4/s- ��� )�.+ "���#) �#

*��!� ���!� �) 0"����1 ���!� �) ��!��")�� "� " !�#)�"#� �"�� �0�� ��.� τ 1 *���� R0τ = 14- E��F

�,������  �#��� )��&@ 
���� " '�#� ���.)1 ".�#� "!�� &"��) �,������ �� ��� '�#��#� &"�� "��

'��+��� ! �)�� ��������- ��� �,".& �1 ��� '�#� *��!� ���.) '��*��# ".�#� "!�� m = 28 �#

β ���"#� % *��� ".�#� "!�� n = 31 �# β ���"#� 9 �) �#������ �� ".�#� "!��) i = 27 < 28 "#�

j = 32 > 31 *��)� �,��#)��# x27−32 �) ���# ��!��")�� '$ EE�,��#)��#  �#��� �� xmnF / E�#������

'�#�  �#���FF- ���# ��� �#������ '�#� �)1 ") �# ���) �,".& �1 &"�� �� " β )����1 ��) '�#�  �#���

�) D���L '�#�) *����# "# α �� �, "�� �"4�# �� '� 0.15 #.- E���F 
#������ ���!� )��&@ 
.�#� "!��)

�#)��� " &��0��+) $/���.�� '�#� "�� �����"���� )��� ��� ���. ��� "&& ��� ���!�- ��"� �)1 �� ".�#�

"!��) i "#� j > i ���. " '�#�1 ���# ".�#� "!��) i < k < j )+')�6+�#� $ *�  #�� '� )+'?�!� ��

��� "&& ��� ���!� ") ���$ !�#��#+� �� �� �1 ���- 99-%-
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��
���� 9%

#	���'��	�� �	 ���� ��

��� !�#! +)��#) ���. ��� )�.+ �"#��+) ��3+)��# .��� "�� ") ��  �*)-

E9F ���  �#� &�����#) )+!� ") +'�6+���#1 ��� �*�/)�"�� .��� �) #�� 0" ��- ���  �#��� !�"#��

��� ��� �� ��#� �� " )�#� � ��."�# �� +'�6+���# �) "&&��,�."�� $ %: #. B��C- ��#!�1

�� ��#� '$ ��� �*�/)�"�� .��� )��+ � '� 0��$ )�#)���0� �� ��� �,���#" ���!�- 
� *� +)�

���)  �#��� !�"#�� �� %: #. ") ��� Δx1 +)� 97 &� ") ��� �,���#" ���!�1 ��� �� ��#�

��.� *�  '� exp(15 · 20/4.1) = 6 · 1031 ��.�) ) �*��- 
� *� �"4� ��� D���/���!� �� ��#�

��.� ") 10−6 )�!�#�)1 ���# +#��� 97 &� ��� �� ��#� ��.� *�  '�!�.� 1024 $�"�)- ���

�,&���.�#�" ��)+ �) )��* ��"� ���) �) #�� ��+�-


� *� +)� ��� )�.+ �"#��+) ��3+)��# .��� �� ��)!��'� ��� �� ��#� &��!��+��1 ���#

��� )�#)���0� ���!� �3�!�) ��)"&&�"�- 
#)��"� �� +)�#� ��� �*�/)�"�� .��� �� ��)!��'� ���

*�� � &�����#1 *� "))+.� ��� �� ��#� &��!��+�� �) !�.&�)�� �� ."#$ )."  )�.+ �"#��+)

�� ��#�)- ��� ) �*�)� �#� �����.�#�) ��� �� ��#� ��.�- �� ��� ���!� )��+ � '� "&& ���

�# $ �� " )."   �#���- 	)�#� ���) )."  ��  �#��� )!" �1 ��� �� ��#� ��.� �) #�  �#���

)�#)���0� �� ��� �,���#" ���!�-


) " &"���!+ "� �.& �.�#�"���#1 *� �+����� "))+.� ��"� ��� ."#$ )."  �� ��#�

&��!��+��) !�.&��)� ��� ���."���# �� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��)- �#!� ��� )�!�#�"�$

)��+!�+��) "�� ���.��1 ���# ��� �����"�$ )��+!�+��) '���# �� ���. '$ !�" �)!�#!� �� ���

)�!�#�"�$ )��+!�+��)- �$ "))��#�#� ��3���#� �� ��#� �"��) ��� "  ��� �� ��#� &��!��+��)1

*� !"# ��#��"�� " )�.� "�  �#��� 0��)+) ��.� !+�� ��� ��� )�#� � ��."�# �� ��#� ") �'/

)��0�� '$ ���#"#��D "#� �� B��C- ���- 9%-9 "#� 9%-% )��* ��� )�.+ "���# ��)+ �) "#�
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�,&���.�#�" ��)+ �) ��� )�#� � ��."�# �� ��#� +#��� !�#)�"#� ���!�- ��� )�.+ �"#��+)

��3+)��# .��� !"# ��&���+!� ��� )��&/ �4� '��"0���1 *��!� �) ���"���� ") ��� !�"�"!/

����)��! �� ��� �*�/)�"�� .��� -

0 2 4 6 8 10 12
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09−Aug−2005

Np=76 dt=0.01s lu=0.375nm lf=0.15nm  Ah=50  As=100  kbf=0.1/s
  khf=0.03/s  khu=0/s  ksf=100/s  k13=100/s  k35=100/s  k15=100/s

time(s) 

ex
ten

sio
n(n

m)
 

���+�� 9%-9- �+.���!" )�.+ "���# ��� ��� �� ��#� &��!��+��

���+�� 9%-%- ��#� � ��."�# ��)+ �) ���. B��C-

E%F ��� )�.+ �"#��+) ��3+)��# .��� )� 0�) ��� &��' �. �� *�$ �� ��#� ��.� �) #�� )�#)���0�

�� �,���#" ���!�- ��� �� ��#� ��.� �) �+� �� ��� ) �*�)� �� ��#� !�.&�#�#�- �"!� )+!�

!�.&�#�#� E&���"&) �#� �� ��� )�!�#�"�$ )��+!�+��) �� ��#� �#�� ��) �����"�$ &�)����#F �)

!�"�"!����D�� '$ " ��)& "!�.�#� *��!� �) �# $ " ��"!���# �� ��� ���" !�"#�� �# �,��#)��#-

��+)1 *�� � ��� ��&�#��#!� �� �� ��#� ��.� �# ���!� �) &��&�����#" �� expFΔx/kBT 1

*���� Δx << E���" !�"#�� �# �,��#)��#F-
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E(F 
&& �!"���# �� "# �,���#" ���!� ."$ !�"#�� ��� �� ��#� )�6+�#!�- ��� "&& �!"���# ��

" ���!� ��)!��.�#"��) "�"�#)� ��3+)��# ����+��  �#��� ��)�"#!�)- ��� �#���$ !�"#��

") " �+#!���# �� ��)�"#!� �#!��")�) �,&�#�#��"  $ *��� ��)�"#!�1 ") #���� �# % ��"#��)

�#0� 0�#�  "��� ��)�"#!�)1 ���#1 '�!�.� .+!�  �)) &��'"' �-

E5F ���  �#��� )!" � *��!� ��0��#) ��� �"�� �� �� ��#� +#��� "# �,���#" ���!� �) ���!�

��&�#��#�- 
) ���!� �#!��")�)1 ��� &��'"'� ��$ �� �"0�#� "  �#�/�"#�� �#���"!���# �"  )

�3 �,&�#�#��"  $- ��#)�6+�#� $1 ") ���!� �#!��")�)1 )����/�"#�� �#���"!���#) '�!�.�

�#!��")�#� $ &��.�#�#�-

E7F ��� +)+" 0��* �) ��"� "&& �!"���# �� "# �,���#" ���!� )�.& $ �� �) ��� D���/���!� ����

�#���$ &��2 �- ���) *�+ � '� ��� !")� �� ��� &���#��" �,&����#!�� '$ ��� �� ��#� &�����#

*��� �#��&�#��#� �� ��� �� ��#� &��!�))- ��� &���#��" �� � '$ "#$ &"�� �� ��� &�����# �)

!�.&�)�� �� �*� &"��)1 �#� �+� �� ��� "&& ��� ���!� "#� ��� ����� �+� �� ��� &���#��" 

�� ��� ��)� �� ��� &�����#- �# $ ��� &���#��" �+� �� ��� "&& ��� ���!� �) �#��&�#��#� ��
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